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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта статья содержит попытку авторов дать эскиз некоторых
и методов современной теории линейных дифференциаль-

дифференциальных уравнений с частными производными. Она является естест-

естественным продолжением содержащейся в предыдущем томе

статьи авторов [121], где излагались классические вопросы, и

посвящена в основном тем аспектам теории, которые связаны с

возникшим в 60-е годы направлением, позже названным «.мик-

«.микролокальным анализом» и включающим в себя теорию и при-
приложения псевдодифференциальных операторов и интегральных
операторов Фурье, а также использование языка волновых

фронтов обобщенных функций. При этом по необходимости, за-

затрагивается и ряд важных вопросов, относящихся к теории,
предшествовавшей возникновению микролокального анализа,
а иногда и вполне классических. Авторы ни в коей мере не пре-

претендуют на полноту. Эта статья является лишь вводной к се-

серии более детальных статей различных авторов, которые пуб-
публикуются в этом и последующих томах и будут содержать раз-
развернутое изложение большинства затронутых здесь вопросов.

Авторы благодарят М. С. Аграновича, просмотревшего руко-
рукопись и сделавшего ряд полезных замечаний.

НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Мы будем использовать некоторые стандартные обозначе-

обозначения, которые сейчас перечислим.
R — множество всех вещественных чисел.

С — множество всех комплексных чисел.

Z — множество всех целых чисел.

Z+ — множество всех целых неотрицательных чисел.

Rn — стандартное вещественное n-мерное векторное про-
пространство.
О — стандартное комплексное м-мерное векторное про-

пространство.

д/дх= (д/дхи ..., д/дхп), где х= (хи
D^i^d/dx, где г =У —1бС; D^
Da=Di\ . .D*n, где а—мультииндекс, т. е. а=(ах,.. .,«„),
Z

|а= |?\..|"л, где i=-(ii,...,in)eR" или С», а—((^.....а^-
мультииндекс.

x-l=xlll-\-...+xnlm если х=(лгь..., хп)вЯп, i=(ii,.«

C(T(Q)—пространство С°°-функций с компактным носителем

в области QczR".
A— Ax=d2fdx^-\-...Jrd2/dxJl—стандартный лапласиан в R".

\x\ = (x\+...+xiyi2 для х= (Хг xn)eRn
| а | =«!+ ... +а„, если а — мультииндекс.
а! =ах!. ..«„!, если а—мультииндекс.
3)' (Q)—пространство всех обобщенных функций в Q,
<&' (Q) — пространство всех обобщенных функций с компактным

носителем в й.



) — гильбертово пространство всех квадратично интегри-
интегрируемых функций в й.

S (R") — пространство Шварца С°°-функций на R", у которых
все производные убывают быстрее любой степени | х | при
| JC | —*- «5.

S'(R")— пространство всех обобщенных функций умеренного
роста на R".

suppH—носитель (обобщенной) функции я.

sing supp и— носитель сингулярности обобщенной функции я.

//*(R")—пространство Соболева, состоящее из таких

H65'(R"), что (l + li|2)*/2u(g)€A(R"). где я—преобразование
Фурье обобщенной функции и.

H*(Q), где SGZ+, —гильбертово пространство, состоящее из

таких uQL2(Q), что Dau?L2(Q) при |oc|<s.
//comp (a)=#' (a) n H' (Rn).
fffoeiQ) — пространство таких u?2)' (Q), что q>u?Hs (Rn) для

любой функции q>6Co°(Q).

§ 1. Псевдодифференциальные операторы

1.1. Определение и простейшие сведения ([11, Г191, [201
[46], [47], [66], [75], [76], [80], [83], [88], [91], [94f, [95], [103],
[104]). Теория псевдодифференциальных операторов (сокра-
(сокращенно п. д. о.) в ее современной форме появилась в середине
60-х годов. Ее основная цель

—

распространить стандартное
применение преобразования Фурье к операторам с постоянными

коэффициентами (основанное на том, что это преобразование
переводит дифференцирование ГУ1 в умножение на ?а) на опе-

операторы с переменными коэффициентами ([80]).
Рассмотрим в области QcrRn дифференциальный оператор

где ЛабСоо'(й), D= i~ld/dx, а= (а1,.. .,а„) — мультииндекс,

|а|.=о1 +а2+...+ая- Запишем функцию «6Co° (Q) по формуле
обращения преобразования Фурье

A.2)

где

A.3)

(мы-считаем,: что-функция я продолжена нулем на R"\Q). При-
Применяя оператор»1А к обеим частям1 в A.2), мы получим

Аи. (х) = Bя)-» j eix-ba (x, g) я (g) dg, A.4)

8

где

A-5)

Функция а(х, |) называется символом или полным символом

оператора А, а сам оператор часто обозначается а(х, D) или

а(х, Dx). Мы виднм, что a6C°°(QxRn) и а(х, |) есть многочлен

по %с коэффициентами из C"(Q). Подставляя в A.4) выраже-
выражение и(|) по формуле A.3), мы можем также записать опера-
оператор А в виде

=Bя)-« JJ l)u(y)dyd%, A.6)

где интеграл следует понимать как повторный.
В теории п. д. о. рассматривают операторы вида A.4) (или

A.6)), но с символами а=а(х, |), более общими, чем A.5). На-

Например, удобный класс символов получается, если потребовать
выполнения оценок

I6R", A.7)|i|)—14

где а, р — произвольные мультииндексы, /С — компакт в а,
пг — некоторое действительное число. Класс символов аб

GC°°(QXRn), удовлетворяющих этим оценкам, обозначается че-

через STO(QxRn) или просто через Sm, если ясно или неважно, о

какой области Q идет речь. Ясно, что символы дифференциаль-
дифференциальных операторов (символы вида A.5)) удовлетворяют A.7), ес-

если в качестве m взять порядок оператора А или любое боль-

большее число.

Примером символа класса Sm при любом meR является

символ A+|||2)т/2. Соответствующий оператор в Rn обозна-
обозначается A—Д)т/2, что согласуется с определением степеней диф-
дифференциального оператора 1—А при целом т/2.

Пусть a&Sm (QxRn). Зададим оператор А формулой A.4)
(или A.6), где интеграл понимается как повторный). Из оценок

A.7) легко следует, что при ueCG~(Q) интеграл в A.4) абсо-

абсолютно сходится и его можно сколько угодно раз дифференциро-
дифференцировать по х под знаком интеграла при x6Q, так что мы получаем
непрерывный линейный оператор

A:Co'(Q)-*C°0(Q), (Щ
который обозначается а(х, D) или а(х, Dx), как и в случае диф-
дифференциального оператора. Операторы вида a(x,D) с символа-

символами a65m являются простейшими примерами п. д. о.

Изучим свойства п. д. о. вида а(х, D) с символом a&Sm.

Прежде всего заметим, что если т<<—п, то интеграл в A.6)
абсолютно сходится и мы можем, поменяв порядок интегриро-

интегрирования, записать оператор А=а(х, D) в виде

Аи (х) = j Ка (х, у) и (у) dy,



где

Ка (х, у)—Bя)-»| e'C-»)-fia(jc, l)d%. A.10)

В нашем случае (при пъ <—/г) яд/?о А!"д непрерывно на

Используя тождество

^, A.11)

где N—целое, N> 0, и затем интегрируя по частям в A.10), мы

можем вместо A.10) написать при хфу

Ка (х, у)=BяГ \х-у |~2" J *'<*-»> -6 (- Ag)"a (jc, g) tf|. A.12)

Поскольку (—Л?)Л-а(л:, |)e5m~2iV, то этот интеграл можно & раз
дифференцировать по х и у, если m—2Af-(-&«<—п. Поскольку
N произвольно, это значит, что Ка^С°° при х^Фу, т. е. вне диа-

диагонали вйхй.
В общем случае оператор А имеет ядро Ка, которое являет-

является обобщенной функцией на QXQ. Это следует из теоремы
Шварца о ядре (см. [21, гл. 2, п. 1.11], [76, гл. 5]), или может

быть непосредственно показано, если записать <Аи, v> для

и, v&Co" (Q) в виде повторного интеграла

< Аи, v > =Bя)-я JJJ1 *«*-»>-«а (х, ®u(y)v(x)dydldx,

который интегрированием по частям с помощью тождества

A.13)

/преобразуется в интеграл

< Аи, v > = Bя)- 512)"" a (¦«, 5) X

^. A.14)

Этот интеграл уже абсолютно сходится при достаточно боль-
большом N и.остается абсолютно сходящимся, если заменить

u(y)v(x) на ф
= ф(д:, r/)eCo°°(QXQ), что позволяет написать

где Ka?&>'(QX&). Выполняя теперь в A.14) интегрирование
по частям с помощью A.11), мы увидим, что и в общем случае
/Ca6C°°(QxQ\A), где А — диагональ в QxQ. Это свойство на-

называется псевдолокальностью п. д. о. А. Оно равносильно тому,
что если uG&"(Q)[]C°°(Q'), где Q' — открытое подмножество в Q,
то Aue2)f(Q)(}C°°(Q').

Оператор A = a(x,Dx) с символом a&Sm можно единственным

образом продолжить до непрерывного отображения

A:g"(Q)-+&'(Q). A.15)

10

Чтобы увидеть это, введем транспонированный оператор 1А,
определяемый тождеством

(Аи, о> = (и, Мо), и, »6C$°(Q). A.16)
Легко видеть, что такой оператор можно задать формулой

'Av (у) =Bяр jJ e«*-»>-6a (jc, |) о (jc) й?д:й?|,
или, что то же самое,

' Av (х)= Bя)« JJ e'<*-»> -2a (у, -1) о (у) rfyrfg. A.17)
Оператор М задает отображение

'A:Co°(Q)->C°°(Q), A.18)
откуда, по двойственности, получаем непрерывное отображение
A.15), продолжающее отображение A.8) в силу тождества

A.16). Формулу A.16) можно считать определением Аи прн

иЬ&'(п), беря в ней любое »eCo~(Q).
Вместо транспонированного оператора 'А можно было бы

рассмотреть формально сопряженный оператор А*, задаваемый

формулой

(Аи, v)= (a, A*v), и, veCo(Q), A.19)
где (•; •) —скалярное произведение в Z.2(Q). Такой оператор
дается формулой

Л*г>(д:)= Bя)-Л JJ е^'-у^сЦуГф)(у)dyd\ A.20)
и тоже отображает Co'(Q) в C°°(Q).

Псевдолокальность оператора Л равносильна следующему
свойству задаваемого им отображения A.15):

singsupp^«)c:smg supp и. A-21)
1.2. Запись оператора с помощью амплитуды. Связь ампли-

амплитуды и символа. Символы транспонированного и сопряженного
операторов ([19], [J20], [46], {75], [76], [83], [103], [104]). Вид

формул A.17) и A.20), задающих *Л и А*, слегка отличается

от вида A.6) оператора A = a(x,Dx) и наводит на мысль рас-
рассмотреть более общие операторы А, определяемые выражения-
выражениями вида

Аи (х)=Bя)-» j j e'(*-»«a (x, у, |) и (у) dydl, A.22)

где функция а=а(х, у, g)eC°°(QXQXR") принадлежит Sm=
=Snt(QXQXR"), T- e- удовлетворяет оценкам

\д\д*?дЪ'а(Х, у, i)|<Cap,P^(l + |i|)'n-'al, (jr, y)QK,
где К— компакт в QXQ. Функция а(х,у, |) в записи A.22)
называется амплитудой оператора А. Класс операторов вида

A.22) с амплитудами aeSm обозначается через Lm или Lm(Q)

U



и представляет собой простейший класс п. д. о. Легко видеть, что
любой п. д. о. АвЬт задает непрерывные отображения A.8) и

A.15). Каждый оператор A?Lm имеет транспонированный и

формально сопряженный операторы *Л и А*, также принадле-

жающие Lm: их амплитуды ta и а* выражаются через амплитуду
а оператора А формулами .

*а (х, у,1)= а (у, х, - %), а* (х, у, |)=а (у, х, I). A.23)

Всякий оператор A&Lm псевдолокален {это доказывается

так же, как и для операторов A=a(x,Dx)).
Запись оператора A&Lm в виде A.22) неоднозначна: напри-

например, интегрируя по частям, можно заменить амплитуду

а(х,у,%) на амплитуду а, (х, у, |) = A+ |*—&{*)'*(I—
—&t)Na(x, у, Ю, не меняя самого оператора. Запись же опера-

оператора А в виде а(х, Dx) существенно уменьшает эту неоднознач-
неоднозначность (например, в случае &=Rn такая запись вообще единст-
единственна, т. е. символ а{х, |) однозначно определяется оператором

А). Поэтому возникает желание уметь упрощать запись A.22)г
переходя от нее, например, к A.6) с подходящим образом
подобранным символом. Оказывается, что с точностью до опе-

операторов с гладким ядром это можно сделать.

Теорема 1.1. Всякий оператор A&Lm(Q) с амплитудой
aeSm может быть записан в виде А = ал (х, Dx) + R, где oA?Sm,.
a R — оператор с ядром ДдбС"(ЙХЙ). Эту запись можно вы-

выбрать так, что

r€S"-" (Q X R") х> A -24>оа (х, 6) - 2 ;ТГ dlD> (*• У'
ЮКЛГ1

при любом целом N>0.
Ниже мы укажем идею доказательства этой теоремы, а по-

пока отметим, что все члены суммы в A.24) зависят лишь от зна-

значений амплитуды а(х,у, |) и ее производных при у—х (в част-

частности, главный член этой суммы равен просто а(х, х, |). Эта

значит, что с точностью до символов порядка т—N (при лю-

любых N) символ оА определяется значениями амплитуды

а(х>У,%) вблизи AxR", где А— диагональ в QXQ. В самом

деле, если а(х,у, |)=0 в окрестности AxRn, то КА?С°°(QXQ),
поскольку в этом случае интегрирование по частям с помощью

A.11) позволяет заменить амплитуду а(х, у, |) на амплитуду

\х—y\~2N(—Ai)Na(x, у, b)dSm~N, не меняя оператора. Укажем

кстати, что любой оператор R с гладким ядром Kr может быть

записан в виде A.22) с амплитудой ав(х, у, |) = B)пЧУ*

Кв(х,у)^(%), где функция ^eC0~(Rn) такова, что

Ясно, что ане5~°°, где

Напомним, что а! = atl ... a^I для любого мультииндекса.
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В дальнейшем мы будем использовать также обозначения

П ^m, S° U \jLm.

Ясно, что L
°°
— это в точности класс всех операторов с гладким

ядром.

Система соотношений A.24) при всех N=1,2,... будет
в дальнейшем кратко записываться в виде асимптотического ряда

оа (х, |) ~2дЯ д?О*а (х, у, 1) \у=х. A.24')
а

Более общо, если дана система функций а}=а}(х, 1N5mi,
7=0,1,2..., причем т,)-*-

— оо при у->ао, и дана функция
а—а(х, |), то мы будем писать, что

A.25)

A.26)

где ты=шах щ. Вместо последнего равенства достаточно,

2
/-о

если для любого целого N~>0
N-l

_

очевидно, считать, что ты—любые числа, для которых
тпы -> — оо при N -*¦ оо. Функция а очевидным образом
определена однозначно с точностью до добавления лю-

любой функции из S~°°. Ясно, что aeSm, где /ге=тахда,,.

Нетрудно доказать, что для любой последовательности afiSmJ
существует такая функция а, что выполнено A.25): нужно взять

A.27)

где xeC-(R-), %A) = 1 при |i|^2, xF) =0 при |||^1, а чис-

числа tj достаточно быстро стремятся к +оо при /—»-оо.
Аналогичным образом асимптотические суммы определяются

для амплитуд а(х, у, |).
С помощью асимптотического суммирования полезно выде-

выделить в Sm класс классических или полиоднородных символов

3™я, состоящий из символов aeSm, имеющих разложения вида

A.25), в котором mi=m—/ и функция а, положительно одно-
однородна по ? при |||^1 порядка ms=m—/, т. е.

||
Аналогичным образом определяются классические амплитуды.

13



Пусть а°
_у (х, |) —положительно однородная по ? (уже при

всех |=?0) функция на QX(R"\0), совпадающая с а/(х,1) при

|||>1. Такая функция однозначно определена и вместо A.25)
при a?S™x мы будем также писать

/-0

Эта запись корректна, поскольку функции aom_j также опреде-

определяют а по модулю 5~°°. Функция am —а°т(х, |), однородная
по 1 порядка т, называется главным, символом, оператора А.

Ясно, что переход от амплитуды а к символу аа по формуле
A.24') не выводит за пределы 5К", т. е. если аб^кл» то и

Олб^кл- Классическими будут и символы дифференциальных
операторов. Ряд других важных операций также не выводит

за пределы класса классических символов и амплитуд.
Укажем идею доказательства теоремы 1.1. Прежде всего»

умножая амплитуду а(х, у, 1) на срезающую функцию

%—%(x,yNC°°(QXQ), равную 1 в окрестности диагонали, мы»
как уже отмечались, меняем оператор А на оператор с гладким

ядром и можем теперь добиться того, чтобы а(х, у, %)=0 при
(х, y)$U, где f/—любая наперед заданная окрестность диаго-

диагонали вйхО. Теперь разложим а(х, у, ?) по формуле Тейлора
по у при у=х:

+ 2 ['G/--*)]Or« (-*-</'i)> (

где raQSm. Подставляя это разложение в A.22) и замечая, что

мы, интегрированием по частям из членов первой суммы A.29),
получим операторы с символами, равными слагаемым суммы »

A.24). Остаток же B-я сумма в A.29)) преобразуется таким

же образом в оператор с амплитудой из Sm~s. Отсюда следует,,
что если взять символ аА, разлагающийся в асимптотический

ряд A.24'), го оператор А—аА(х, Dx) будет принадлежать
jjn-N ПрИ любом N, т. е. будет оператором с гладким ядром, что-

и требовалось.
С помощью теоремы 1.1 легко получаются формулы, выра-

выражающие через оА (по модулю S~°°) символы otA и ад* транспо-

транспонированного и формально сопряженного операторов. В самом.
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деле, с точностью до операторов с гладким ядром можно счи-
считать, что (А и А* задаются амплитудами

<а= <а (х, у, 1)= ад (у, — |), а* (х, у, |) == оА (у, 1)
(см. A.23)). Но теперь из теоремы 1.1 следует, что

' 2d Hi Щ^хОа (х, — 1
а

1

°*а (¦*•

аА. (х, A.31)

В частности, оА*
— адб^  .Отсюда следует, что если оператор1

A(*Lm формально сопряжен (т. е. симметричен на C^iQ)), то

lmoAfiSm~1, и если при этом оператор является классическим,

то старшая однородная часть аА(х, |) (порядка т) его символа

вещественнозначна.

Приведем два важных примера п. д. о., не являющихся диф-
дифференциальными операторами.
Пример 1.1 (Одномерный сингулярный интегральный

оператор). Рассмотрим оператор А на R1 вида

± J Jd^Jlu{y) dy,

где a6C°°(R), ?eC"°(RxR), а v. p. означает «valeur principale»
главное значение интеграла, т. е.

?2!& S fт
\у—х\>е

Записывая по лемме Адамара L (x, y) = b (x)+(y—x) Lx (x, у),
где b(x)— L(x, x), Z16C°°(RxR)> мы получим, что

Аи (х)=а (х) u(x)+ b (x) Su (х)+Rxu (x),

где #i6?~°°, a S —преобразовнае Гильберта

которое сводится к умножению й(|) на —sgn| и поэтому, с точ-

точностью до оператора с гладким ядром А, имеет вид а(х, Ds),
гдеа(х,6)=а(х)—&(*)x(i)sgng, XeC-(R), х(|) =1 при |Ц>1,
Х(|)=0 при |||<;1/2. Таким образом, А — классический п. д. о.

порядка 0 с главным символом а(х, |) =а(х)—b(x) sgn |.
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Пример 1.2 (Многомерный сингулярный интегральный
оператор). В R" рассмотрим оператор А вида

a(x)a(x)+lim
E"*+

где a6C~(Rn), L=L(x,
ная сфера в RB), причем

Г
р. J
Г
J
~Х\>е

У )

a {y) dy,

(здесь S"-1 — единич-

единичТогда выражение |2J-"L(x, z) задает гладко зависящую от х

однородную (порядка —п) обобщенную функцию на R" (см.
{|21, § 1 гл. 2], [76, § 3.2], преобразование Фурье которой (по
г) есть обобщенная функция g(x, |) на R?", однородная поряд-
порядка 0 по |, гладкая при 1=^=0 и гладко зависящая от *GRn. От-
Отсюда легко следует, что, с точностью до оператора с гладким

ядром, Л записывается в виде а(х, Dx), где а(х, |)=а(лг) +
hhc(S)*(*.5). X6C~(R"), хA) = 1 при |Ц>1, хA)=0 при

||| ^1/2. В частности, А — классический п. д. о. порядка 0 с

главным символом а(х, |) =a(x) +g(x, |).
1.3. Теорема о композиции. Параметрикс эллиптического

оператора ([19], [20], [46], [76], [83], ![.1ОЗ], [104]). Пусть да-

даны два п. д. о. А, В : CoT(Q)-^-C~(Q). Для того чтобы компози-

композиция А'В имела смысл, нужно потребовать, чтобы оператор В

отображал С0°°(Й) в Co°°(Q) или чтобы оператор А продолжал-
продолжался до непрерывного оператора из C°°(Q) в C°°(Q). На самом

деле удобнее наложить чуть более сильное требование соб-
собственности. А именно, назовем оператор A?Lm{Q) собственным,
если обе естественные проекции яь я2 : supp KA-+& являются
собственными отображениями (напомним, что отображение
/: X-*-Y двух локально компактных пространств называется

собственным, если прообраз f~l(K) любого компакта KcY есть

компакт в X). Собственность оператора А равносильна одновре-
одновременному выполнению двух условий: 1) для любого компакта

KczQ существует такой компакт KiCiQ, что оператор А отобра-
отображает Со~(К) в Со°°(Ki); 2) то же самое верно для транспониро-
транспонированного оператора гА.

Срезая ядро Ка вблизи диагонали, легко для любого п. д. о.

AGLm(Q) получить разложение A=A\-\-R, где ReL~"(Q), а опе-

оператор А\ является собственным. Это замечание позволяет в

большинстве случаев без ущерба для общности ограничиться
рассмотрением собственных операторов.
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Собственный оператор A?Lm(Q) задает непрерывные отобра-
отображения

A:Co(Q)-+Co(Q),

Поэтому если один из операторов A, BeL"(Q) является соб-

собственным, то композиция А°В имеет смысл.

Для описания символа композиции рассмотрим сначала слу-
случай дифференциальных операторов А—а(х, Dx) и B=b(x, Dx).
Положим С=А"В. По формуле Лейбница, имеем

(мы воспользовались формулой Тейлора, разложив а(х, Dx-\-Dy)
по Dx). Это означает, что С = с (х, Dx), где

с (х, |) =2 -щ- д?а [х, |) Daxb (х, |).
а

Здесь сумма конечна ввиду того, что функция а —многочлен

по |. В случае, если aeSmi, beSm', эта сумма будет иметь

смысл как асимптотическая.

Теорема 1.2 (теорема о композиции). Пусть AQL ',
Bf*Lm'—два п. д. о. в й, один из которых является собствен-

собственным. Тогда С = AoBeLmi+mi и С = с(х, Dx) + R,. где #е?~°°, а

с (х, ?) имеет асимптотическое разложение

\±[dta(x,t)].[Dxb(x,t)].с(х, A.32)

Для доказательства можно рассуждать так же, как для диф-
дифференциальных операторов, но ограничить разложение по Тей-

Тейлору конечной суммой и провести оценку остаточного члена.

Другой возможный путь состоит в том, чтобы пользуясь записью
В= (('Б), представить оператор В с помощью амплитуды

b(y,l)= atB(y, —I), откуда

е-'уЧ (у, I) и (у) dy

Си (х)= Bя)-« ^ е«х~у) *а (х, g) b (у, g) и (у) dyd^
так что С есть оператор с амплитудой с(х, у, %)=а(х, %)Ь(у, |).
Применяя теорему 1.1, мы получаем, что CQLmi+m'. Теперь при-
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менение формулы A.30), из которой находится b(y, g), а также

формула A.24) и несложные алгебраические преобразования
приводят к A.32).

Отметим, что главный член в правой части A.32) равен про-
просто произведению а(х, Ъ,)Ь{х, g), так что

'-1""'-1. A.33)с(х, S) — a(x, g)ft(jc,
Если А и В — классические п. д. о. порядков mi и т2 соот-

соответственно, то С=А°В — классический п. д. о. порядка mi-\-m2y
имеющий главный символ

(*.6)- A.34)

Дадим теперь важное

Определение 1.1. Оператор А = а(х, Dx)?Lm(Q) назы-

называется эллиптическим п. д. о. порядка гп, если для любого ком-

компакта KczQ существуют такие положительные постоянные R —
=R(K) И 8 = 8 (К), ЧТО

\а(х, g) \>e\l\m, xeK, Ul^s/?. A.35)
Более общий оператор А = а(х, Dx) +R6Lm(Q), (здесь R&L-°°r
aeSm) называется эллиптическим, если эллиптичен оператор

а(х, Dx). При выполнении A.35) символ а(х, g) называется

эллиптическим символом.

Если AgZ.?3,(Q) и a°m(x, g) —главный символ оператора А

(однородный порядка т), то эллиптичность А равносильна тому»
что

a^(jc, |)=^0 при 1=^=0, A.36)

что согласуется с определением эллиптичности дифференциаль-
дифференциального оператора (см. [21, § 2 гл. 1]).
Теорема 1.3. Если А—эллиптический п. д. о. порядка т

в Q, то существует такой собственный п. д. о. B?L~m(Q), что

где /?j6L-°°(Q), /=1, 2,... . Такой п. д. о. В определен одно-
однозначно с точностью до добавления операторов с гладким ядром
и является эллиптическим п. д. о. порядка — т. Если А — клас-

классический п. д. о. порядка т, то В — классический п. д. о..

порядка
— т.

Оператор В, удовлетворяющий условиям этой теоремы, на-

называется параметриксом оператора А. Тот факт, что парамет-
рикс эллиптического п. д. о. также является п. д. о., показывает

правильность выбора класса п. д. о. В частности, параметрикс
эллиптического дифференциального оператора является класси-

классическим п. д. о.

Для построения параметрикса В оператора А нужно преж-
прежде всего в качестве первого приближения рассмотреть оператор
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Bo&L~m, символ которого равен а~1(х, g) при больших. |gf
(т. е. при х&К, \?,\>R(K) для любого компакта KaQ). Добав-
Добавляя оператор с гладким ядром, мы можем сделать оператор Во,
собственным. Из теоремы о композиции следует, что

ВоА=1-Ти АВ0=1-Т2; r3eZ.-'(Q), /=1,2.

Строя теперь такие собственные операторы Во и Во, что

(это означает, что символы операторов Во и Во задаются соот-

соответствующими асимптотическими суммами операторов, стоящих

в правых частях), и затем полагая Bi = BoBo, B2= BoBo, мы по-

получим соотношения

Умножая первое из них справа на В2 и пользуясь вторым соот-

соотношением, мы получим, что В\—B2eL~°° (Q), так что в качестве

В можно взять любой из операторов Bs. Попутно доказана един-

единственность параметрикса В с точностью до оператора из

L—(Q).
Из существования параметрикса вытекает регулярность ре-

решений эллиптических уравнений с гладкой правой частью.

А именно, пусть ив2>'(Q и A«=/62)/(fi)nC0O(fii), где QlczQ-
(мы считаем, что Аи имеет смысл: достаточно, например, чтобы

было f&&'{??), или чтобы оператор А был собственным). Тогда
«6C™(Qi), поскольку, применяя к обеим частям равенства Au=f
оператор В, мы получим: u=Bf-\-R{u и останется воспользовать-

воспользоваться тем, что BfeC°° (Qi), ввиду псевдолокальности оператора В, а

i?iueC°°(Q), поскольку #1—оператор с гладким ядром. Более
точные теоремы регулярности могут быть сформулированы в

терминах соболевских норм, что будет сделано ниже.

Укажем чуть подробнее структуру параметрикса В для
классического эллиптического п. д. о. А порядка пг. Пусть сим-

символ а(х, |) оператора А имеет асимптотическое разложение
A.28). Пусть символ Ь(х, |) параметрикса В имеет аналогич-

аналогичное разложение

Ь(Х, tm-biX, I). A.38)
6=0

При нахождении оператора В°А—/, по формуле композиции,,
все однородные компоненты должны обратиться в 0. Отсюда,

группируя члены ряда, задающего символ оператора ВоА—/,
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3io степеням однородности, получим для функций bm_k следую-

следующие уравнения

Ь-тат

1 A.оУ)

Ь<1

-О4-1Мз первого из этих уравнений находим, что Ь^т = (ат)~1. Сле-

Следующие, очевидно, дают возможность индуктивно определить
все слагаемые в сумме A.38), определяющие параметрикс с

точностью до оператора из L~°° (Q).
1.4. Действие псевдодифференциальных операторов в прост-

пространствах Соболева и точные теоремы о регулярности решений
эллиптических уравнений ([19], [20], [46], [76], [83], [103],
[104]). Ключевым фактом, позволяющим рассматривать п. д. о.

в пространствах Соболева, является следующая
Теорема 1.4. Пусть оператор А=а(х, Z)X)GL°(R") имеет

символ а(х, |), удовлетворяющий оценкам

Тогда А продолжается до линейного непрерывного оператора

A :Z.2(Rn)->-Z.2(R").
Разница между оценками A.40) и обычными оценками A.7),

определяющими класс символов 5°(RnxR"), состоит в том, что

постоянные Caf> в A.40) не зависят от х, тогда как в A.7) они

выполнялись при х&К для любого компакта KaRn с постоян-

постоянными Срк, зависящими от К- В частности, оценки A.40) выпол-
выполнены для любого такого символа a65m(RnxR"), что а(х, I) =0
при |#|>./? или а(х, g) =Яоо(Ю при |лс|>#, т. е. для символа,

равного нулю или даже просто не зависящего от х при боль-
больших х. В частности, сингулярные интегральные операторы при-
примеров 1.1 и 1.2 продолжаются до ограниченных операторов в

Z,2(Rn), при условии, что определяющие их функции а(х),
L(x, у) таковы, что в окрестности бесконечности рассматрива-
рассматриваемый оператор превращается в оператор свертки (это значит,
что а(х)=ах при \x\>R и. L(x, y)=L0 при \x\>R или

\у\>К в случае примера 1.1, L(x, z)=Loa(z) в случае примера
1.2.).

Одно из возможных доказательств теоремы 1.4 может быть

основано иа уже развитом алгебраическом формализме. А именно,
пользуясь теоремой о композиции, модифицированной на случаи
равномерных по х оценок символов, и выбирая такую постоянную
М>0, что М> lim sup|a(jc, g)|, мы можем построить такой

111--°° х

оператор B= b(x,Z)xNL°(Rn), символ которого Ь(х, |) также

удовлетворяет оценкам вида A.40), что M2=A*A+B*B + R, где

R=r(x, Dx)&L-°° и символ г(х, |) также удовлетворяет равно-
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мерным по х оценкам класса 5-°°(RnxRn). Отсюда следует, что?

при u6C0°°(Rn)
\\Au\\2=M2\\u\\2—\\Bu\\2—(Ru, u)^M2\\u\\2+\(Ru, u)\,

т. е. дело сводится к ограниченности оператора R, вытекающей
из неравенства Юнга, поскольку ядро Кя оператора R мажори-

мажорируется ядром оператора свертки с быстро убывающей функ-
функцией.

Это же рассуждение показывает, что если в условиях тео-

теоремы 1.4

Ш\а(х, g)| = 0, (

то оператор А компактен (вполне непрерывен) в L2(R"). В са-

самом деле, в этом случае, производя срезку в окрестности бес-

бесконечности, мы можем заменить оператор А на такой же опе-

оператор с символом а(х, ?), равным 0 при больших \х\, отличаю-

отличающийся от А на оператор со сколь угодно малой нормой. Теперь,,
считая уже, что а(х, |)=0 при больших \х\, повторим ту же

конструкцию, что и выше; мы можем считать тогда постоянную-

М>0 сколь угодно малой, а символ г(х, |) равным 0 при боль-
больших |лс|, так что оператор R будет оператором Гильберта—
Шмидта и, следовательно, компактным оператором. В итоге по-

получаем для любого е>0

\\Au\\2^e4u\\*+\(Rcu, u)\
с компактным оператором Rc, откуда, очевидно, следует ком-

компактность самого оператора А. В частности, если А = а(х, DxN
6L™(Rn), где т<0 и а(х, |)=0 при больших \х\, то оператор А

компактен в L2(Rn).
Из теоремы 1.4 легко следует
Теорема 1.4'. Пусть оператор А=а(х, DI)eLm(Rn) имеет

символ а(х, |), удовлетворяющий оценкам

| д$д*а (х, Э| < С*A +1 g |)—i«', х, geR". A.42)
Тогда А продолжается до линейного непрерывного оператора

A :#J(R")-W/s-m(Rn)

для любого 56R.
(Здесь #s(Rn)—стандартное пространство Соболева в R 

(см. [21, §3 гл. 21).
В самом деле, если воспользоваться операторами A—А)'/2Г

осуществляющими изоморфизм //s(Rn) на I2(Rn), та

дело сводится к ограниченности в L2(R") оператора
A—A)is~m)/2AA—A)~s/2, удовлетворяющего условиям тео-

теоремы 1.4.
Из теоремы 1.4' очевидным образом следует, что если

/4eLm(Q), то А задает непрерывный линейный оператор



Это позволяет вывести из существования парамектрикса эллип-

эллиптического оператора А порядка т точную теорему регулярности
для решения соответствующего эллиптического уравнения

Au=f. А именно, если Ли=/б//^(Й), то ueHf?m(Q), по-

поскольку если В —параметрикс оператора А, то мы получаем

u=B/-Ru, где /?€?""(Q), так что RueC°°(Q), a BfeH?m(Q),
по теореме 1.4', поскольку B(*L т(Й) и оператор 3—собствен-
3—собственный. Отсюда легко следуют также локальные априорные оценки

решений:

где й' — такая подобласть в й, что й' — компакт, содержащийся
в Й, и jj • ||,, а означает норму в Hs (Й).

Отметим еще, что оператор А, удовлетворяющий условиям
теоремы 1.4, ограничен также в Lp(Rn) при любом рбA, со), а

также в гёльдеровском пространстве (^(R") при любом неце-

нецелом "f>0 (см. [21, п. 2.13, гл. 2]). Это позволяет установить
точные теоремы об ограниченности и регулярности, а также

априорные оценки, аналогичные вышеуказанным, в шка-

шкалах W/ и О.

1.5. Замена переменных и псевдодифференциальные опера-
операторы на многообразии ([46], [76], [83], [103], [104[). Рассмот-

Рассмотрим в области й оператор ¦А:Со°(й)-^С°°(Й) и пусть дан диф-
диффеоморфизм -,-::Й-^Й1. Введем на функциях индуцированное

, отображение замены переменных v.*:C°°(Qi)-»-Cc0(Q), по формуле

(**/)(¦*)=(/<>*) (¦*)==/(*(¦*));
и* отображает также Co"(Qi) в Со°(Й). Определим оператор Ах
на Й1 с помощью коммутативной диаграммы

*t A,

т. е. A1u=[A(up;i)]°::1, где и1 = и~1.

Теорема 1.5. Если A(*Lm(Q), то A^L (Й^, причем, если

А =а(х, Dx) + R, где ReL"*-1 (Й), то А^^ (у, ?>,)+/&,
-Rif*Lm 1

(й^, где символ п\ дается формулой
а, {у, л)=а («1 (У), ('и; ДОПт), A -43)

в которой v.'x (у) означает матрицу Якоби отображения щ в точке

Hi iy-\ (У) — транспонированная матрица к у.[ (у). Если А— класси-

классический п. д. о. порядка т, то Ах—также классический п. д. о.

порядка т, причем если а?т—главный символ оператора А,
то главный символ а\т оператора Ах задается формулой

"

а\т (У' Л)=< («1 (У). (Ч О/)) ^. A -44)
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Для доказательства нужно записать оператор А через
амплитуду а{х, у, gN5m по формуле A.22), откуда непосред-
непосредственно получается, что

Ахи (х)= BяГа j J
Полагая здесь г/=::,(г), получим

e'<Xl(x)-*)-6a(:'S, (х), у, I) и (щ)) dyd\-

), х, (г),

X | det«; (г) j и (г) dzd\. A.45)
Заметим теперь, что с точностью до оператора с гладким ядром
мы можем считать, что а(х, у, g) =0 при (х, yLU, где U —

сколь угодно малая окрестность диагонали в ЙХЙ. При близ-
близких * и z мы можем преобразовать фазу в показателе экспо-

экспоненты в A.45) следующим образом:

(к, (х) - >:, (г)) ¦ I=№ {х, z) (х -г)\ -1 = {х-г) [^ (х, г) I],

где oj) = aj)(jc, г) —матричная функция, определенная и гладкая

при близких х и г, причем ty(x, х)= у.'1(х). Делая теперь
в интеграле A-45) замену переменных *у>(х, z)|= ti, мы получим

(х) = Bя)-» ), [^ (x,

X | det ['ij; (x, г)] |-1и (г) dzdy\,

det xj (г) | X

откуда видно, что A1?Lm(Q1). Формулы A.43), A.44) теперь
легко получаются из теоремы 1.1.

Формулу A.44) можно интерпретировать следующим образом.
Отождествим Q и Qi с помощью диффеоморфизма и. Тогда опе-

оператор А перейдет в оператор Ах. Отождествим также естест-

естественным образом касательные расслоения TQ и ГЙ1 (слой TXQ
Отождествляется со слоем TK(X)Qi с помощью линейного изомор-
изоморфизма W (х)), а также кокасательные расслоения Г*Й и Г*Й1
(слой T*XQ отождествляется со слоем Г*(л:)Й1 с помощью отобра-
отображения ';;'(.*):Г*^jQj-*-Г*Q, дуального к отображению >:'(х):
:TxQ->TK(X)Qii). Но тогда A.44) означает, что главные символы

операторов А и Л, отождертвляются, если считать, что они

заданы на кокасательных расслоениях T*Q и Г*Й1, т. е. считать

аргумент (х, ?) в главном символе а°т(х,?,) точкой в 7"*Й =

=йX R" и, аналогично, аргумент (у, ц) в а\т {у, ц) точкой

в T*Qi ^ Й1 X R"- Таким образом, можно сказать, что главный

символ классического п. д. о. А есть корректно определенная
функция на кокасательном расслоении. Аналогично можно ин-

интерпретировать формулу A.43), сказав, что символ а=а{х, |N
65™ оператора A&Lm корректно определен на кокасательном

расслоении по модулю символов из Sm~l.
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Теорема 1.5 позволяет дать определение п. д. о. класса Sm
и классических п. д. о. на произвольном паракомпактном мно-

многообразии М. А именно, рассмотрим оператор

А : Со°° (М)^С°° (М)
и для любой координатной окрестности QczM (не обязательно

связной) определим ограничение оператора А на Q по формуле

AQ=paAia ¦ Со° (Q) -* С°° (Q),

где iQ:Co°(Q)-> Со" (/к/) —естественное вложение (продолжение
нулем вне Q), a pQ: C°° (Af)-> С°° (п) — оператор ограничения»

переводящий / в / |а. Будем писать AeLm(J\f) или A^LZi{M),
если для любой координатнрй окрестности на Q ограничение

Аа принадлежит Lm(Q) или ?K™(Q), соответственно, в локальных

координатах на Q. По теореме 1.5, принадлежность Аа к Lm

или 1кЛ не зависит от выбора координат в Q. Главный символ

оператора А, по теореме 1.5, оказывается корректно опреде-
определенной функцией на Т*М.

Заметим, что поскольку любые две точки х, у&М могут
быть включены в одну координатную окрестность Q (для этого
мы не требовали связности Q), ядро КА = Кл(х, у) оператора
Аи гладко (класса С°°) вне диагонали в МхМ (т. е. при хфу),
т. е. оператор A&Lm(M) псевдолокален.

Аналогичным образом определяются п. д. о. классов Lm и

в сечениях векторных расслоений. Для этого нужно прежде
всего ввести матричные п. д. о. этих классов на области QczR">

которые определяются точно также, как обычные (скалярные)
п. д. о. с той лишь разницей, что символ а оператора А (и
главный символ ат для оператора Аб1Л) должен быть матрич-

матричной функцией (вообще говоря, прямоугольной), причем под

\а(х, 1)\ и \д?д%а(х, |)| надо понимать нормы соответствующих

матриц. Пусть теперь даны два гладких векторных расслоения
Е и F .на многообразии М. Тогда классы Lm (M, Е, F) я

Ь™Я(М, Е, F) состоят из таких отображений

А: С~ (М, E)^C°°(M,F) A.46)

(здесь С°° (М, F) — пространство гладких сечений расслоения F;

Со° (М, Е) —пространство гладких сечений расслоения Е, имеющих

компактный носитель), что ограничение Aq оператора А на

любую координатную окрестность Q при любом выборе тривиа-
лизаций Ё и F над й превращается в матричный п. д. о. соот-

!)-"Ядро Ка можно, например, определить, выбрав фиксированную глад-

гладкую положительную плотность ф иа ^ и формально записывая А в виде

Аи (х) - j KA {х, у) и (у) dp (у).
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ветствующего класса (из теоремы 1.5 и теоремы о композиции

следует, что это обстоятельство не зависит от выбора локаль-

локальных координат и тривиализаций расслоений Е и F). Главный

символ аот=а°т(х, ?) оператора AeL^(M, E, F) при любом не-

ненулевом (х, %)QT*M (здесь х—проекция вектора (х, |) на М)
задает отображение слоев

*>m(x,t):Ex-*Fx, A.47)
так что в целом получается отображение расслоений

о»,:я^->я^, A.48)
где ло : !Г*Л1 \0—»-Л1 — каноническая проекция кокасательного

расслоения без нулевого сечения на базу М; яо*Е, no*F — инду-
индуцированные расслоения (со слоями Ех, Fx над каждой точкой

(х, |N7"*Л1\О). Оператор А вида A.46) называется эллипти-

эллиптическим, если эллиптичны все его локальные представители (по-
(полученные выбором координатной окрестности Q, координат на

ней и тривиализацией Е\а и F\a), которые суть матричные п. д.

о. и эллиптичность которых означает выполнение оценок

\a-l(x,t)\<C\l\-™, \l\^*R, хеК, A.49)
где С — С(К), R=R(K), К — произвольный компакт в Я
(в скалярном случае эти оценки равносильны A.35)). Для
классического п. д. о. А&Ьклт(М; Е, F) эллиптичность означает

обратимость каждого отображения A.47) или тот факт, что

отображение A.48) есть изоморфизм расслоений.
Пример 1.3 {сингулярный интегральный оператор на

гладкой замкнутой кривой). Пусть Г — гладкая замкнутая кри-
кривая в комплексной плоскости и пусть Г ориентирована, т. е. на
ней выбрано определенное направление обхода. Рассмотрим на

Г оператор А : С°°(Г)-^СОО(Г), задаваемый формулой

Au(z)=a(z)u(zL-v. P-^S L1ZJ_ u{w)dw,
г

где абС°°(Г), LeC°°(ГХГ), dw означает комплексный дифферен-
дифференциал от функции w : Г—>-С, задаваемой вложением Г в С, а

главное значение интеграла понимается так же, как в приме-

примере 1.1. Вводя на Г локальные координаты, ориентация которых
согласована с ориентацией Г, мы легко получаем, что в любых

локальных координатах оператор А превращается в оператор
примера 1.1. Следовательно, А — классический п. д. о. порядка
О на Г. Можно считать u(z) вектор-функцией с N компонента-
компонентами, a a(z) и L(z, w)—матричными функциями (размера
NxN); тогда А превращается в матричный классический п. д.
о. порядка 0. Его главный символ является однородной по |
порядка 0 матричной функцией a=a(z, g) на Т*Г\0=ГХ (R\
\0), равной

<г(г, t)=a(z)—b(z)sgnt, b(z)=L(z, г).
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Условие эллиптичности оператора А в скалярном случае состо-

состоит в том, что a?{z)—Ь2(г)Ф0, z&Y, а в матричном случае — оз-

означает обратимость матриц a(z)—b(z) и a(z)+b(z) во всех

точках zGT.

П. д. о. на многообразии М можно строить склейкой с по-

помощью разбиения единицы. А именно, пусть дано покрытие

многообразия М координатными окрестностями М= U Q/ и пусть

Aj?Lm (Qj) для любого j. Построим разбиение единицы 1 =^ ф;-

операторы умножения на фу и

рассмотреть оператор A

подчиненное данному покрытию (это значит, что ;(
¦сумма локально конечна и зиррфуСЙу). Выберем функции
¦ф;-бС°°(Л1) так, что supp tyjCQj и г))уфу==фу, причем сумма

2 j также локально конечна1). Обозначим через Фу и Ту.
соответственно. Тогда мы можем

W)Aj®j- Легко проверить, что

A?Lm(M), а если A;€Z?i(Qy) при любом j, то AeL?,(M). Ана-
Аналогично с помощью матричных п. д. о. можно склеивать п. д. о.

в расслоениях. С помощью этой процедуры можно, например, для
любого эллиптического оператора А порядка т на М построить
его параметрикс B(*L~m:

^ A.50)

где Bj— параметрикс оператора Aq . При этом будут выполне-

выполнены соотношения

В.А = /— /?!, A°B=I-R2, R}6L-°° A-51)

(точнее, если А— эллиптический оператор из С'о {М; Е)
в С°° (М, F), то В—собственный п. д. о., отображающий Со°(М; F)
и C°°(M,F)b С™(М;Е) и С°° {М; Е) соответственно; при этом

R&L-™ (Ж; Е, Е), R2eL~co (Ж; F; F)).

В случае компактного многообразия Ж удобно также ввести

Соболевские пространства сечений Hs (Ж; Е), определяемые как

пространства сечений, принадлежащих ///ос в локальных коорди-
координатах иа любой координатной окрестности QciAf и при любом

выборе тривиализаций Е над п. Если R?L~l (M;Е,Е), Л>0, то

^ Локальная конечность сумм ; будет иметь место автома-

тнчески, если локально конечно само покрытие М
= U Qj, что можно обычно

предполагать без ущерба для общности.

26

из рассуждений п. 1.4 вытекает, что R задает компактный ли-

линейный оператор в пространстве HS(M;E) при любом sGR. По
известной теореме Рисса, операторы /—Ri и I—R-2 фредгольмо-
вы в пространствах HS(M\E) и Hs~m(M; F) соответственно. От-

Отсюда и из соотношений A.51) вытекает, что эллиптический опе-

оператор A?Lm(M; E, F) порядка т при любом SeR задает фред-
гольмов оператор

А :Н*(М;Е)-+Н*-т(М;Р). A.52)
Ядро КегЛ этого оператора лежит в С°°(М;Е) и, следователь-

следовательно, не зависит от s. Используя формально сопряженный опера-
оператор А*, построенный по каким-нибудь гладкой плотности на

М и гладким скалярным произведениям в слоях расслоений Е
и F, легко показать, что образ оператора А в пространстве
Н'~т(М; F) может быть описан с помощью соотношений ортого-
ортогональности к конечному числу гладких сечений, так что

dim Coker Л также не зависит от s. Таким образом, верна
Теорема 1.6. Если A&Lm(M; E, F)—эллиптический опера-

оператор порядка т на компактном многообразии М, то А определя-
определяет для любого 56R фредгольмов оператор A.52), у которого
dim Ker А и dim Coker А не зависят от s.

В частности, определен индекс

iruM = dimKer A—dimCoker A, A.53)

который также не зависит от s (его можно понимать просто
как индекс оператора А : С°°(М; Е)-*~С°°(М; F)).

Заметим еще, что если в условиях теоремы 1.6 оператор А

обратим (как оператор из С°°(М;Е) в C°°(M;F) или как опе-

оператор A.52) при каком-нибудь sGR), что равносильно выполне-
выполнению условий КегЛ = 0, КегЛ*=0, то А — снова п. д. о. из

L~m(M; F, Е), классический в том случае, когда сам оператор

А является классическим. В самом деле, умножая обе части

второго из соотношений A.51) слева на А*1, мы получим соот-

соотношение

R2. A.54)

Но А~1Д2 —оператор с ядром Кл-ч(г{х, у) =[А~1Кяг(-, у)\(х),
принадлежащим С°° (М X М), поскольку оператор А~1 непрерывно

отображает С°° (М) в С°° (М). Таким образом,

Л —BeL~°°(M), A.55)
так что, с точностью до операторов с гладким ядром, Л совпа-
совпадает с В. Мы видим, что исчисление п. д. о. позволяет описать

структуру оператора Л и даже явно найти его по модулю

L"~°°(iVf). в частности, если оператор Л классический, то одно-

однородные компоненты 6°_ш-* символа оператора Л находятся
до формулам A.39).
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1.6. Постановка проблемы индекса. Простейшие формулы"
индекса ([43], [91]). В соответствии с известными теоремами:,

функционального анализа, для любого фредгольмова операто-
оператора А : Hi—*-Н2 (здесь Ни Н2 — гильбертовы пространства) су-

существует такое е>0, что если оператор В:НХ-+Н2 имеет нор-

норму ||В||<е, то оператор А-\-В фредгольмов и

ind(;A.+B)=mdA.

В частности, индекс ind Л не меняется при любых деформациях;
оператора А (непрерывных по операторной норме), не выводя-

выводящих за пределы класса фредгольмовых операторов. Кроме того,,

если оператор А : #j—>-#2 фредгольмов, а оператор Т : Н\-*-Н2
компактен, то оператор А-\-Т также фредгольмов, причем

ind(A+T)=mdA.

Отсюда и из теоремы 1.6 легко следует, что индекс эллипти-

эллиптического оператора на компактном многообразии зависит лишь-

от главного символа этого оператора и не меняется при не-

непрерывных деформациях этого главного символа. Таким обра-
образом, индекс является гомотопическим инвариантом главного-

символа и поэтому можно надеяться выразить индекс через

гомотопические инварианты главного символа. Проблема вы-

вычисления индекса эллиптического оператора в описанной здесь.

форме была сформулирована в 1960 г. И. М. Гельфандом и в,

общем виде решена в 1963 г. Атьей и Зингером — см. [91]_
Формула Атьи—Зингера предписывает построение по символу
эллиптического оператора А некоторой дифференциальной:
формы, интегрирование которой дает индекс оператора А. Не

выписывая общей формулы, мы укажем два ее частных случая,

которые были известны до появления работы Атьи—Зингера.
А. Формула Нётера

— Мусхелишвили. Эта форму-
формула задает индекс эллиптического матричного сингулярного ин-

интегрального оператора примера 1.3 на замкнутой ориентирован-
ориентированной кривой Г, которую мы для простоты будем считать связ-

связной. Она- имеет вид

A.56)=^ arg det [(а (г)- b (z)Yl (a (z) + b (г))ЦГ,

где использованы обозначения, введенные в примере 1.3, а

argf(z)|r означает приращение аргумента функции f{z) при
обходе по кривой Г в выбранном направлении.

В. Формула Дынина — Федосова. Эта формула от-

относится к случаю матричного эллиптического оператора А=*

—a(x,Dx) порядка m в Rn, совпадающего в окрестности беско-

бесконечности с некоторым оператором aco(Dx), имеющим постоян-
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:ный символ ЯооШ, обратимый при всех ?GRn. Такой оператор
будет задавать фредгольмов линейный оператор

A :#s(R")-v#s-'"(R»)(
индекс которого не зависит от s6R. К вычислению индекса та-
таких операторов легко сводится общая задача об индексе мат-

матричных эллиптических п. д. о. на сфере Sn. Формула индекса
имеет вид

(<г*(*. l)da(x, A.57)

где R>0 достаточно велико, crxda понимается как матрица

дифференциальных 1-форм на R?XR|. (arWaJ* — степень

этой матрицы, при вычислении которой элементы матриц a~lda

перемножаются внешним образом, так что (a~ldaJn~y есть мат-

матрица Bя—1)-форм, а ее след
— обычная Bп—1)-форма, кото-

которая далее интегрируется по Bя—1)-мерному многообразию
Sr={(x, ?) : Ш =R}, ориентированному как граница области
{(х, |) : Ц\ <R}, ориентированной с помощью 2я-формы
(dxi/\dli)Д . . . Л(^*пЛ^1«)- Заметим, что если п^2, то при

d 0
(Л1) ^, р

больших х матрица [a~1(x,l)da(x,l,)]2n~l обращается в 0, по-

поскольку если а=а00A), то форма arlda выражается лишь через
d~g\,..., d%n, а всякая внешняя Bп—1)-форма от п переменных
равна 0. Поэтому при п^2 интеграл в A.57) фактически берет-
берется по компактному множеству и, следовательно, имеет смысл.

В случае п=1 интеграл также имеет смысл, поскольку если

1-форма содержит лишь d% и не содержит dx, то ее ограничение
на SR равно 0, т. е. интегрирование снова можно вести по ком-

компактному множеству. При п—\ формула A.57) легко преобра-
преобразуется в формулу A.56) предыдущего примера (для случая
классического п. д. о. А на R1, совпадающего с обратимым
п. д. о. Ох (?>) в окрестности бесконечности).

Укажем еще два простых частных случая формулы Атьи—
Зингера.

C. Пусть А — скалярный (т. е. действующий в обычных

функциях) эллиптический п. д. о. на компактном многообразии
М размерности п^2. Тогда ind.4=0. В случае, когда М есть

сфера, это следует из формулы A.57), поскольку внешнее про-
произведение скалярной 1-формы на себя всегда равно 0.

D. Пусть А—дифференциальный (а не псевдодифференци-
псевдодифференциальный!) оператор, действующий в сечениях векторных рас-
расслоений над компактным ориентируемым нечетномерным
многообразием М. Тогда ind^=0. В случае, когда M==Sn (я
нечетно) и расслоения тривиальны, это легко вывести из фор-
формулы A.57): надо свести дело к случаю, когда вместо а стоит
главный символ оператора (полиномиальная матрица, однород-
однородная по |), что достигается гомотопией, а затем проследить за
действием отображения !»-»-—| на индекс и на интеграл.
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1.7. Эллиптичность с параметром. Резольвента и комплекс-

комплексные степени эллиптических операторов ([4], [46], [98], [99],
[100]).

В [21, § 2 гл. 2] мы уже обсуждали условие эллиптичности с

параметром краевых задач, гарантирующее однозначную раз-
разрешимость краевой задачи при больших значениях параметра.
Здесь мы обсудим аналогичное условие для п. д. о. на многооб-

многообразии М.

Пусть Л — замкнутый угол с вершиной в точке О в комп-

комплексной плоскости С (Л может вырождаться в луч); А— клас-

классический п. д. о. порядка т>0 на М (для простоты мы здесь и

ниже будем считать оператор А скалярным, хотя все результа-
результаты легко распространяются на случай операторов, действую*
щих в сечениях данного векторного расслоения Е); От°=
= ат°(х, 1)—главный символ оператора А. Сформулируем ос-

основное условие:

(ЕПд) (условие эллиптичности с параметром

ата(х,1)—Хф0 при всех (х, 1)еТ*М\0 и

При выполнении этого условия в случае компактного много-

многообразия М можно построить параметрикс оператора с парамет-

параметром А—XI, являющийся аппроксимацией резольвенты (А—XI)'1,
которая при выполнении условия (Е11Л) существует при ЯбЛ

для достаточно больших |Я,|. Зная структуру резольвенты, мож-

можно построить комплексные степени Az оператора А и описать их

структуру. Схема использования п.д. о. для описания резоль-
резольвенты и комплексных степеней была предложена Сили [98] и

играет важную роль в спектральной теории, о чем пойдет речь
в дальнейшем.

Опишем, следуя Сили, процедуру построения параметрикса
оператора с параметром А—XI при Х&А и при большом X.

Это делается локально в каждой координатной окрестности с

последующей склейкой глобального параметрикса с помощью

разбиения единицы, как описано в п. 1.5.

Итак, будем строить параметрикс В (X) оператора А—XI в

какой-нибудь координатной окрестности QczM, фиксируя в ней

локальные координаты. При этом мы будем отождествлять

T*Q с QxRn. Заметим прежде всего, что ввиду компактности

М и однородности функции ат°(х, g)—к по (?, Я1/т), условие
(ЕПд) равносильно тому, что

\От°(х,1)—Я|>е>0 при Я6Л и Ц|т+|Я|=1. A.58)
Это условие (быть может, с меньшим е) останется выполнен-

выполненным, если слегка расширить угол Л. Поэтому угол Л можно счи-

считать не вырождающимся в луч.

Пусть асимптотическое разложение символа а(х, ?) операто-
оператора А в Q по однородным функциям имеет вид A.28).
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Из A.58) следует возможность такого продолжения функ-
функции а

о
(х, 1) с множества &={(х, 1) : *GQ, |g|>l} до гладкой:

функции От(х,1) на QxR" (в частности, тогда amGSm(QxRn))
что

"

\От(х, 1)—Я|>81>0 при (х, i)GQxR", Я.6Л. A.59)
Пусть также атч=атЧ(х, g), / = 1, 2, ...,

— любые продол-
продолжения функций a°m_j (х, 1) с множества S до функций атЧе
eC^QXR") (тогда автоматически am_j^.Sm~' (Q x R")).

Построение искомого параметрикса ведется так, как если
бы главным символом оператора А—XI была функция От—Х.
Учитывая теорему о композиции, можно тогда ожидать, что хо-

хорошей аппроксимацией резольвенты в области Q будет опера-
оператор В(Х), символ которого будет равен следующей сумме:

к

i A.60)

где К>0 достаточно велико, а компоненты b_m__k находятся
уравнений (ср. с уравнениями A.39))

_m_t

Пусть теперь дано конечное покрытие ЛЬ

N

i=\

A.61)

многообра-
многообразия М координатными окрестностями Q3- и пусть В3(Я)—по-
В3(Я)—построенный по вышеизложенной схеме параметрикс оператора
А—XI на Qj. Склеим оператор В = В{Х) из операторов Bj = Bj(X)
по формуле A.50). Это и будет искомый параметрикс операто-
оператора А—XI. Опишем его свойства.

Основной факт, получающийся анализом композиции

В(Х)(А—XI) в духе доказательства теоремы о композиции, со-
состоит в следующем: существует такое целое Л/>0, зависящее
от числа /С, входящего в A.60), что Л/-*-+оо при К-++<х>, и,
если Кя = Кя(*, у, X) — ядро оператора R(X) = в\х) (A—XI)—I,
то KrGCn(MxM) при каждом фиксированном X, причем для
любого дифференциального оператора L с гладкими коэффици-
коэффициентами порядка ^Л/ на МхМ имеем

A.62)
Рассмотрим теперь очевидное соотношение

B(X)(A—XI)=I+R(X). A.63)
Из A.62) следует, что если \\R\\s,t означает норму оператора R
как оператора из HS(M) в Н'(М), то

[,—#, ЛГ]. A.64)
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В частности, отсюда следует, что оператор I-\-R(X) обратим в

HS(M) при sG[—N,Л/1, ЯбЛ, \X\^Ro, если Ro>0 достаточно ве-

велико. Более того, (I+R(X))~l = I-{-Ri(X), где Ri(X) имеет те же

оценки норм A.64), что и оператор R(X). Из A.63) получаем
теперь, что если Я, (X) = (I.+Ri (X) )В(Х), то Б, (X) (A—Xl) =/,
т. е. Si (X) — левый обратный оператор к А—XI при Л

|
Заметим, что индекс оператора А—XI равен 0, поскольку из

условия эллиптичности с параметром следует, что. оператор
А—XI гомотопен (в классе эллиптических операторов) самосо-

самосопряженному оператору. Поэтому из обратимости слева выте-

вытекает его обратимость, причем

(A—XI)~1=(I+Rl(X))B(X)=B(X)+Rl(X)B(X). A.65)
Можно непосредственно проверить, анализируя доказательство

теоремы об ограниченности, что

II^ML-s^lM .̂ бА, \Х\>1, SGR. A.66).
Поэтому

\\R1(X)B(X)\\s,t<C'v\X\-2, Я6Л, \Х\>1; s,te[-N,N]. A.67)
Отсюда следует, что оператор Т(Х) —Ri(X)B(X) имеет сколь

угодно гладкое (при /(—>-°о) ядро, производные которого оцени-
оцениваются через С|Я|~2 при Л,бЛ, |Я|^/?0, поскольку его ядро
Кт— Кт(х,У), как и ядро всякого оператора с достаточно глад-

гладким ядром, дается формулой

а б ( • ¦—у) представляет собой функцию класса С1 от у со зна-

значениями в пространстве Н~1~п/2~°, где е>0. Таким образом, из

A.65) и A.66) следует, что

(А—Х1)-1 = В(Х)+Т(Х), A.68)
где оператор Т(Х) имеет достаточно гладкое ядро, убывающее
при ЯбЛ, |Я|->-оо, как О(|Я|~2) вместе со сколь угодно боль-

большим (в зависимости от К) числом производных. Мы получили
искомый факт существования резольвенты (А—А,/) и ее при-
приближенное представление с точностью до О(|Я|~2).

Из A.66), A.67) и A.68) вытекает следующая оценка нор-

нормы резольвейты:

|ЦЛ-Я/)-1||,„<Слг|Я,|-1, Я€Л, |Л|>Д„; se[—N,N]. A.69)
Она верна уже при любом N>0, т. к. мы можем взять пара-
метрике В(Х), содержащий сколь угодно большое число сла-

слагаемых.

Из A.68) следует также, что (А—Xl)~l — классический

п. д. о. порядка —пг. Такой оператор компактен в L2(M), откуда
следует, в соответствии с известными теоремами функциональ-
функционального анализа (см. [|17]), что спектр о(Л) оператора А в про-
пространстве L2(M) есть дискретное множество точек конечной

Ш

кратности (здесь оператор А надо рассматривать как неограни-
неограниченный оператор в L2(M) с областью определения Нт{М)).
В угле Л может при этом лежать лишь конечное число точек

спектра. Поэтому, уменьшая угол Л, можно добиться того, что

<т(Л)ЛЛ состоит ие более чем из одной точки 0. Более того, для
оператора А—б0/ при любом фиксированном б0бС\о(Л) мы по-

получим, что 0$а(А—бо/). Заменяя, в случае необходимости, А
на А—б0/, будем в дальнейшем предполагать, что 0$о(Л)
(т. е. оператор А обратим) и теперь, уменьшая, в случае необ-

необходимости Л, мы можем добиться, чтобы a(A)f\A=0, что также

будет предполагаться в дальнейшем.
При этих предположениях можно построить комплексные сте-

степени А2 оператора А. Для этого выберем в комплексной

Л-плоскости луч 1={/-е'ч)°:/->0}, лежащий в Л, и построим кои-

тур Г следующим образом: r=riUr2ur3, где

X= rei(V' (г меняется от + оо до р>0) на Ти

Л=ре/<р (Ф меняется от ф0 до ф0
— 2я) на Г2,

k= re'if»-2*) (г меняется от р до -Jp оо) на Г3.

При этом при обходе контура надо проходить эти части в ес-

естественном порядке: Гь Гг, Гз (см. рис. 1)

Ш'Р

Re Л.

Рве. 1

Число р>0 надо взять столь малым, чтобы круг {X : |Я|=г
не пересекался со спектром оператора А. Положим теперь

A.70)

где ?бС, Re z < 0, Xz определяется как голоморфная функция
от Я, в C\Z, а именно,
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где argA. выбирается так, что q>o—2jT^argA,^(p0 (естественно,
мы считаем argA, = q>o на Fi и argA,=<p0—2jt на Гз).

Интеграл в A.70) сходится (при Rez<0) по операторной
норме в пространстве Н*(М), в силу оценки A.69), при любом

sGR. Подставляя в A.70) выражение резольвенты (А—Я/) из
A.68) и используя оценки A.67) для норм Г (Я), получим, что

A.71)

где оператор Rz имеет сколь угодно гладкое (в зависимости от

К) ядро, голоморфно зависящее от г. Оператор Вг в локальных

координатах с точностью до оператора с гладким ядром, ана-

аналитически зависящим от 2, представляется в виде Bz = b^z)(x, Dx)y
где

к

(х, |)

Заметим, что каждый из интегралов в сумме A.72) представ-
представляет собой интеграл от рациональной функции, который может

быть описан если использовать выражения для b~m-k, получае-
получаемые из A.61). Например, по формуле Коши, главный член в

A.72) имеет вид

Ь10г) (х, ?)= ^

=а^ (х, 6),

где при вычислении степени а™* нужно использовать то же зна-

значение аргумента а™, что и при вычислении А,1 в определении ин-

интеграла A.70). Аналогично остальные интегралы берутся от

рациональных функций с единственным полюсом при А.=
= ат(х, |) и. оказываются функциями, гладкими по х, | и голо-

голоморфными по 1. При этом, из однородности функции b-m-k(x, ?)
по (l,XUm) при |Ц>1 (порядка — m—k), следует, что

jc, g) = 2S" A.73)

однородна по g при Ц|^1 порядка mz—й и голоморфно зави-

зависит от z. Таким образом, Bz — классический п. д. о. порядка
mz с символом, голоморфно зависящим от z, и, следовательно,,

таковым же является Аг (заметим, что ранее мы рассматрива-
рассматривали классические п. д. о. лишь вещественного порядка, но клас-

классические п. д. о. любого комплексного порядка определяются

аналогично).

Заметим теперь, что из формулы Коши легко выводится1,,

во-первых, групповое свойство операторов Az:

AZAW=AZ+W, Rez<0, Rew<0, A.74)
и, во-вторых, что A-i=A~l (откуда A-h=A~h при любом целом-

&>0). Пользуясь этим, можно корректно при любом zdC

определить операторы Аг:

Az=Ah°Az-k, kez, k>Rez, k^O. A.75)
Из описанных выше свойств А/легко выводится, что Аг —

классический п. д. о. порядка mz с главным символом, равным:
[aj'ix, Z)]'- Все однородные компоненты символа оператора
Аг (в локальных координатах) голоморфно зависят от z, иг

более того, при этом

к >

1*
где оператор Т^ имеет при Rez<rf0 ядро класса С1*, и

=N(K,do)-*~\-oo при К-^+оо и при любом фиксированном d0;.
при этом производные этого ядра до порядка ЛА голоморфны
по z в полуплоскости {z : Re z<Zd0}. Таким образом, операторы;
Az в естественном смысле голоморфно зависят от z.

Операторы Аг естественно называть комплексными степеня-

степенями п. д. о. А. В самом деле, из A.75) легко выводится, что при'
любых целых z оператор Аг совпадает с обычной целой сте-

степенью оператора А (в частности, А°=1 и А1=А). Далее, Аг=

=Аг при Rez<0 и групповое свойство выполнено уже при;
всех z:

Аг°А"=А*+™, z, wee. A.76)

Наконец, предположим, что оператор А имеет собственную'
функцию ^ : A^=Xrp (отсюда %рбС°°(М) ввиду эллиптичности

оператора А). Тогда, пользуясь формулой Коши, мы немед-

немедленно получаем, что Aztp=Xzty, т. е. if будет собственной функ-
функцией и для оператора А2, но с собственным значением АЛ
В частности, если оператор А самосопряжен и положителен

(в наших условиях положительность означает, что в качестве

луча L можно взять луч (—оо, 0]), то, рассматривая значения

А1 на полной ортогональной системе собственных функций
оператора А, мы получим, что наше определение Аг совпадает
с определением, принятым в спектральной теории.

Таким образом, исчисление п. д. о. дает возможность опи-

описать структуру таких важных объектов операторного исчисле-

исчисления, как резольвента и комплексные степени для эллиптических

операторов на компактных многообразиях. В дальнейшем мы

увидим, что оно играет важную роль также в теории краевых
задач для эллиптических уравнений.
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1.8. Псевдодифференциальные операторы в R" ([46], [76],
183]). Хотя евклидово пространство R" можно рассматривать
как частный случай многообразия и тем самым имеет смысл

говорить о классах п. д. о. Lm на Rn, часто возникают и исполь-

используются другие классы п. д. о. на R", описание которых связано

с наличием на Rn дополнительных алгебраических структур.
Выше уже упоминалось, что можно, например, рассматривать
на R" операторы с равномерными (по х) оценками символов

(см. теорему 1.4, комментарий после ее формулировки, а также

теорему 1.4'). Уточняя это замечание, введем класс символов

*Sum(R"), состоящий из функций а=а(х, g)eC~(RnxR"), удов-
удовлетворяющих равномерным оценкам A.42). Соответствующие
операторы а(х, Dx), действующие по обычной формуле A.6),
отображают в себя пространство S(Rn), а также пространство

C?(R")=\u:ueC°°(Rn), sup|<?aK(x)|< с» для любого а\.
1 хе*.л j

В частности, мы можем брать композиции операторов этого

класса, не заботясь о собственности какого-либо из перемножа-
перемножаемых операторов. При этом, теорема о композиции 1.2 сохра-
сохраняет силу в этом классе, как и формулы A.30), A.31), задаю-

задающие символы транспонированного и сопряженного операторов

(асимптотические разложения надо понимать с точностью до

¦символов из классов SU^W(R"), где Л/—>-оо). Можно использо-

использовать и амплитуды а(х, у, |), удовлетворяющие оценкам

у, х, у, A.77)

Операторы с такими амплитудами можно задать и символом д

{3S™(R"), причем сохраняет силу теорема 1.1. Если оператор А=

=а(х, Dx) с символом a?S™(Rn), является равномерно эллип-

эллиптическим, т. е. существуют такие е>0 и /?>0, что

| а (х, 9| > е 1g | g | > /?, A.78)

то можно найти параметрикс оператора А —такой оператор

B=b(x,'Dx) с символом beS^m(Rn), что BA—-I, AB — I имеют

символы из 57CO(R'I)= r\Sa(Rn)- Отметим, впрочем, что отсюда

вовсе не следует фредгольмовость оператора А, поскольку

операторы с символами из SZ°° (Rn) не обязаны быть компактны

ми в L2(Rn) (например, среди них содержатся все операторы
,a(D) с постоянными символами a= a(g)GS(R"), которые после

преобразования Фурье переходят в операторы умножения на

функцию). Равномерно эллиптический оператор А в R" может

иметь бесконечномерное ядро: таков, например, оператор a(D)
с эллиптическим символом a=a(|), равным 0 при |||^1.

Важным обстоятельством, упрощающим работу с п. д. о. в

R", является то, что здесь соответствие между операторами и
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символами является взаимно однозначным: символ <гЛ восста-

восстанавливается по оператору А формулой

ол(х, A.79)
где оператор А применяется по х, а 1 является параметром.
Кроме того, существуют другие способы установить взаимно
однозначное соответствие между операторами и символами в R'V
Один из них, уже упоминавшийся в п. 1.3, состоит в использова-
использовании амплитуд вида а (у, |). Этот способ двойственен к только

что описанному и обладает полностью аналогичными свойствами,
которые проще всего устанавливать с помошью перехода
к транспонированному или сопряженному операторам. Более

интересно использование символов Вейля, т. е. амплитуд вида

a \^y^, ij- А именно, через aw (x, Dx) будем обозначать опера-

оператор, задаваемый амплитудой а\^у-, |], т. е.

(х, Dx) и (х)=Bя)- i, g) и (у) dyd\. A.80)

Тогда функция а= а(х, g) называется символом Вейля опера-
оператора aw(x, Дс).

Важным свойством символа Вейля, отличающим его от

обычного символа, является простота перехода к сопряженно-

сопряженному оператору: если оператор А имеет символ Вейля а(х, |),
то оператор Л*, формально сопряженный к Л в L2(Rn), задает-

задается символом Вейля а(х, |), комплексно сопряженным к а.
В частности, если символ а вещественнозначен, то соответству-
соответствующий оператор А = а"(х, Dx) формально самосопряжен.

Формула композиции для символов Вейля имеет следующий
вид: если А= а°>(х, Dx), B = b*>(x, Dx), где aeS?*(Rn), beS?'(R%
то АоВ= С = cw (x, Dx), где функция с(х, 1) допускает асимпто-

асимптотическое разложение

Отметим, что главные члены этой формулы, отвечающие парам

(а, р) с |а+Р|<1, имеют вид

а-Ь—lT{a, b),

где

да

— скобка Пуассона функций а и Ь.

зг



Связь между символом Вейля и обычным символом одного

ш того же оператора легко получается из теоремы 1.1: обычный

символ аА выражается через символ Вейля Од по формуле

I),

а обратное соответствие, получаемое отсюда, имеет вид

A.82)

A.83)

Символ Вейля часто называют также симметричным символом.
Легко понять смысл этого названия: оператор с символом

Вейля a= xjij равен -^-(XjDj-^DjXj), в то время как оператор

с обычным символом Xj^j есть x}Dj, а оператор с амплитудой у,%,
€СТЬ DjXj.

Задача об установлении соответствия между функциями на

фазовом пространстве R^XRi" и операторами естественным об-

образом возникает в квантовой механике, где такое соответствие

называется квантованием. Наличие различных типов символов

отражает принципиальную неоднозначность квантования.

В частности, соответствие а-*-*-аш(х, Dx) между операторами и

их символами Вейля часто называют вейлевским квантованием.
В задаче квантования при рассмотрении предельного пере-

перехода от квантовой механики к классической принимают во вни-

внимание наличие малого параметра h — постоянной Планка. Этот

параметр обычно входит и в рассматриваемое квантование, при
котором функции \] должен соответствовать оператор импульса

-т-х—-. В соответствии с этим, функции а(х, ?) можно сопоста-

сопоставить оператор а (х, hDx) или aw (x, hDx) в зависимости от

выбранного квантования. Легко видеть, что, например,

(х, hDx) u(у) dydl

BяА)- и .84)

•функция а(х, |) называется вейлевским h-символдм оператора
h."(x, hDx). Различные формулы операторного исчисления для

Л-символов обычно имеют вид асимптотических разложений по

степеням h. Например, теорема о композиции приобретает сле-

следующий вид: если операторы Л и В имеют вейлевские /i-симво-

лы а(х, |) и Ь(х, |), то оператор С=А°В имеет такой вейлев-
вейлевский ft-символ c = c(h, х, |) (зависящий, вообще говоря, явно от

параметра К), что

lDxa) (dlDaxb). A.85)
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Точный смысл этого разложения, например, таков: если

^R") bSZ(Rn), то

h-N\c—

равномерно по h при 0<ft^l.
Классы символов Sum(Rn) описываются так, что переменные

х и | в их описании неравноправны. С точки зрения квантовой
механики это неестественно. Устранить этот дефект можно
многими способами, простейший из которых состоит в рассмот-
рассмотрении класса символов Gpm, состоящего из функций а= а(у) =
—а(х, |NC°°(R2n), удовлетворяющих оценкам

\dia(y)\^CAl + \y\)m-phl, A-86)
где Ст-Ст(а). В этом классе (даже с р=1) содержатся все
полиномы от у=(х, |). Можно рассматривать операторы с
обычными или вейлевскими символами (или ft-символами) из
класса Gpm. В частности, всякий дифференциальный оператор с
полиномиальными коэффициентами можно записать как опера-
оператор с обычным или вейлевским символом (или ft-символом)
класса Gpm. В описанных классах операторов снова верны ос-
основные теоремы исчисления п. д. о., например, теорема о ком-
композиции для обычных или вейлевских символов (или А-симво-
лов). Заметим, однако, что операторы с символами из Gpm прит<0 являются компактными в L2(Rn), что позволяет в этих
классах строить теорию так же, как на компактном многообра-
многообразии. При этом аналогом С" (М) (для компактного многообразияМ) здесь служит пространство Шварца S(R"). Например,
если a&Gpm и \a(y)\^s\y\m при \y\^R (аналог эллиптично-
эллиптичности!), то из включения а(х, Dx)u=f?S(R.n) (или а"(х, Dx)u=
=f6S(R")) и априорного предположения u65'(Rn) вытекает,
что «eS(R"). Более того, при этом же условии операторы
а(х, Dx) и а"(х, Dx) фредгольмовы в S(R") и S'(Rn). Простей-
Простейшим примером оператора, удовлетворяющего указанному усло-
условию эллиптичности, является квантовомеханический оператор
энергии гармонического осциллятора H=-j [—Д+|*|2] (или

? И2)
Таким образом, классы Gpm позволяют учесть, помимо глад-

гладкости, еще и поведение функций на бесконечности. Они полез-
полезны при рассмотрении задач, в которых основные эффекты ло-
локализованы. При рассмотрении же задач, в которых важна
трансляционная инвариантность (например, при изучении опе-
операторов с почти-периодическими коэффициентами), удобнее
классы Sum(Rn).
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Подробности об описанных п. д. о. в R" и более широких их

классах можно найти, например, в монографиях [46], [76],
[831.

§ 2. Сингулярные интегральные операторы и их применение.

Теоремы Кальдерона. Сведение на границу краевой задачи

для эллиптических уравнений

2.1. Определение. Теоремы об ограниченности ([1], [31], [32],
[52], [56]). Сингулярным интегральным оператором называет-
называется оператор

А:и(х)~§К(х, х —y)u(y)dy, xeR", yeR", B.1)

если функция К (х, г) имеет особенность только при z = О,
причем

К (х, tz)=*rnK(x, z) при *>0, z€R"\O, B.2)

К (х, z)dS= O, xeR". B.3)

В этом случае интеграл B.1) может быть определен в смысле

главного значения (v. p.), т. е.

Аи(х)= lim j K(x, x—y)u (у) dy

(существование предела легко доказывается, например, если

функция К(х, z) ограничена при XQR", |z| = l, a a6Co(R"))«
Пример 2.1. Преобразование Гильберта

Ограниченность такого оператора в Z.2(R) следует из равенства
Парсеваля, поскольку переход к преобразованию Фурье дает

Ни(g)=>sgn?•«(!), так что ||#и||л, = ||и||?2, т-е- оператор Н
является даже изометрическим. Можно показать, что этот

оператор ограничен в Lp (R") при всех р > 1.

Теорема 2.1. (Кальдерон, Зигмунд, см. [53], [56]) Опера-
Оператор А, определяемый формулой B.1), ограничен в Lp(Rn) при

р>1, если

j
11
j \K{x, z)\"dz<C для jc€R",

1*1-1

где q
— такое число, что p~x + q~l= 1.

Теорема 2.2 (Гёльдер, Корн, Лихтенштейн, Жиро, см.

[53]). Если /C6C1(RnXS" ),то оператор А, определяемый фор-
формулой B.1), ограничен в CT(Rn) при уе@» !)•

2.2. Гладкость решений эллиптических уравнений второго

порядка [53]). Пусть вначале Q — ограниченная область в R"
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с гладкой границей и Au=f в Q. Тогда, по формуле B.9) из

§ 2 гл. 2 статьи [21], и представляется в виде к= к1+ и2, где

а «2 записывается с помощью интеграла по границе dQ. При
xGQ функция и2 всегда бесконечно дифференцируема, так что

гладкость и внутри области Q такая же, как гладкость и\. Еслв
а= (аь ..

., а„), |а| =2, то ОЛщ задается сингулярным интегра-
интегралом

= \D<lE(x-y)/(y)dy.D°

Применяя теоремы 2.1 и 2.2, получаем, что справедливы
следующие утверждения.

1о. Если AueL (Q), /?бA, оо), то D*u?L-(Q'), где |а|=-2.

2«. Если AueCt(Q)t -у€@, 1), то JD«a€C^(Q/) при 1аН2г
Q'CQ.

Эти утверждения справедливы и доказываются с помощью-

теорем 2Л, 2.2 и для общих эллиптических уравнений с глад-

гладкими коэффициентами. Именно, если Р (х, D) — эллиптический

дифференциальный оператор порядка т с гладкими коэффициен-
коэффициентами, то верно следующее.

1о. Если P(x,D)ueLp(Q), pe(l, оо), то Z)«aeZ.p(Q'). где

Q'CQ, \a\=m.
20. Если Р(х, D)ueCy(Q), v6@, 1), то DaueCy (Qf), где |а| —

QfSQ
2.3. Связь с псевдодифференциальными операторами ([!],.

[76], [103]). Псевдодифференциальный оператор Р(х, D) в об-
области QcRn с символом р(х, |) может быть представлен в ви-

виде интегрального оператора

P(x, D)u(x)= ) K(x, x-y)u(y)dy,

ядром которого служит распределение

К (х, z)= Bя)-« j р (х, I) e*>d\.

В том случае, когда р является положительно однородной функ-
функцией от g нулевого порядка такой, что pGC°°(QX (Rn\0)), ядро
К удовлетворяет условиям:

а) К(х, 2NC~(Qx(Rn\0));
б) К(xr tz)=t~nK(x, z), t>0, x?Q, z6R"\0

(более точно, это равенство верно при всех х, z, если понимать

его в смысле обобщенных функций);

в) J K(x,
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Легко видеть, что из этих условий вытекает равенство

К (х, z) =Ко (х) б B)+ Кг (х, z),

где J Кг (х, z) dS2= 0, так что Р (х, D) и (х)= Ко (x) и (х) +
\z\—г

-\-KiU(x), где Кг—сингулярный интегральный оператор.
Таким образом, из теорем 2.1 и 2.2 вытекает ограниченность

псевдодифференциальных операторов нулевого порядка в прост-
пространствах Lp при рбA, оо) и Ст при уб@. 1). Отсюда легко полу-
получить следующий результат.

Теорема 2.3. Если Р (х, D)—псевдодифференциальный
оператор порядка т, для символа которого выполнены оценки

A.7) с постоянными Са,э. не зависящими от JC6R", то он являет-

является ограниченным оператором из пространства Соболева Wp(R.n)
в пространство Wkp~m(Rn]l при /?6A, «»), k?Z, k>m, а также

ограниченным оператором из пространства C*+Y(R") в простран-
пространство Cft~m+Y(R") при у€@, 1), kZZ, meZ, k>m>0.

Отметим, что и в общем случае ядро К{х, z) псевдодиффе-
псевдодифференциального оператора является С°°-функцией при гФО и име-

имеет при 2 = 0 особенность не выше, чем у функции |г| ""*-"-', где

m — порядок оператора, так как функция zaK(x, z) непрерывна
по х и z при \а\^т+п+1.

2.4. Диагонализация гиперболической системы уравнений
{[31]). Пусть

—

строго гиперболическая система из N уравнений с гладкими

коэффициентами, так что корни Ль ..
., Xw характеристического

уравнения ^isM

л
вещественны и различны, когда |eR"\O. Запишем

Л

т д // y\ - 1 J-f t-f\ Л

где Я (t)—сингулярный интегральный оператор с символом

4=1

а Л — оператор с символом | g |. Матрица а (Я) имеет вещест-

вещественные различные собственные значения. Поэтому соответству-
соответствующие собственные векторы вещественны и линейно независи-
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мы. Пусть N\(t) —квадратная матрица порядка NX.N, строка-
строками которой служат эти собственные векторы, имеющие единич-

единичную длину. Тогда

где Di(t) — диагональная матрица с числами Xi, .. .
, Xw на диа-

диагонали. Обозначим через N(t) и D(t)—псевдодифференци-
D(t)—псевдодифференциальные операторы с символами N\{t) и D\(t), соответственно.

После замены v = N{t)u система Lu=f переходит в систему
уравнений вида

-g-— ID (t) Ad+Bv= Nf,
о

где В — оператор, ограниченный в каждом пространстве H'(Q)
для любой ограниченной области QczR". Главная часть этой

системы имеет диагональную форму, т. е. система уравнений
распадается в главной части на отдельные уравнения. Такая

диагонализация позволяет, например, получить энергетические
оценки решения задачи Коши, доказать существование и един-

единственность решения этой задачи. Кроме того, с помощью ука-
указанной диагонализации существенно облегчается исследование

корректности краевых задач для системы Lu=f.
2.5. Теорема Кальдерона ([54], [76], [103]., [104]). Один из

наиболее значительных результатов общей теории дифферен-
дифференциальных уравнений с частными производными

— доказатель-

доказательство единственности решения нехарактеристической задачи Ко-

Коши для систем уравнений общего вида с гладкими, но не обя-

обязательно аналитическими, коэффициентами. Этот результат
был получен Кальдероном с помощью техники сингулярных

интегральных операторов.
Пусть P = p(t, х, Dt, Dx) —дифференциальный оператор по-

порядка т с главным символом pQ(t, x, т, |) и ро@, 0, 1, 0)^=0,
так что плоскость ?=0 является нехарактеристической в начале

координат.
Теорема 2.4. Пусть уравнение po(t, x, т, |) =0 при ||| = 1,

?GR", (t, хN(в, где (а — некоторая окрестность начала координат
в R"+1, имеет корни т кратности не более двух, причем эта

кратность не меняется и для корней двойной кратности выпол-

выполнено условие |1тт|^с>0, а для простых корней т либо
Im т^0, либо 1гат^—с<0. Тогда решение v уравнения Pv = 0

в со, равное нулю при /<0, обращается в нуль всюду в некото-

некоторой окрестности начала координат в Rn+1.
Та же теорема верна и для систем уравнений, удовлетворя-

удовлетворяющих аналогичным условиям.
Основной момент доказательства состоит в сведении урав-

уравнения Ри = 0 к эквивалентной системе псевдодифференциальных
уравнений первого порядка и дальнейшей диагонализации (точ-
(точнее, приведении к жордановой нормальной форме) этой системы.
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Покажем, как осуществляет это сведение. Пусть Pu = f. По-
Положим

j1а, у= 1, ..., т,

где Л — псевдодифференциальный оператор по переменным х с

символом A+ |?|2I/2, т. е. Л= (/—Д*I/2. Преобразование
Хольмгрена t—*~t—6|jc|2, где 8 = const>0, переводит плоскость

t=0 в поверхность /=б|х|2, поэтому можно считать, чта

u(t, х)=0 при ?<8|л:|2, так что u(t, x)=0 вне некоторого шара
при каждом малом />0. Тогда

DtUj—AuJ+i =O для 7 = 0» U •••. т— 1,
т

DtUm+2 Qj (*. ¦*. Dx) A1-/am_i+1=/

где Qj — дифференциальный оператор порядка /. Существенно,,
что характеристическое уравнение этой системы совпадает с

уравнением р0(t, х, х, |) = 0. Полученная система уравнений
первого порядка приводится к жордановой нормальной форме в

главной части тем же методом, что и в п. 2.5. После этого за-

задача сводится к получению априорных оценок для решения за-

задачи

Dtu—[A(t)+iB(t)]u=f, «= 0 при

или задачи

Dtu—[a(t) + iB(t)]u=f, к = 0 при

Dtv—[A(t):+iB(t)]v+Au=g, v=0 при

где A (t) и В (t) — псевдодифференциальные операторы первого5
порядка с вещественными символами. Нужные оценки получа-
получаются довольно просто, с помощью интегрирования по частям,

(см. [19], [54], [89]).
2.6. Сведение на границу задачи с косой производной ([19],

[76], [104]). Используя технику псевдодифференциальных опе-

операторов,- можно свести краевую задачу для эллиптической сис-

системы дифференциальных уравнений к эквивалентной системе

псевдодифференциальных уравнений на граничном многообра-
многообразии.

Начнем с простейшего примера. В полупространстве R++1=
=-{(*> -"cNR"+1, tf>0} рассмотрим уравнение Лапласа

=0 B.4>

с краевым условием

ди
2 B.5)

предполагая, что л;еС°°(Кл) при 7=0, 1,..., я и что
п

2 |Я/|=г=0. Каждое решение уравнения B.4) из класса

7-о__
С (R+, Li. (R")) представляется в виде интеграла Пуассона

а(*, а:) = Bя)-« fj§ v (у)e-'isi+'(*-»)-6rfyd|,

где v(y)= u @, у). Отсюда следует
Теорема 2.5. Задача B.4)— B.5) эквивалентна псевдодиф-

псевдодифференциальному уравнению
Av= f(x), xeRn, B.6)

где

А(х, D)o(jc)= Bit)-

Если оо(х) =^0 в R", то символ оператора А

не обращается в нуль при |||= 1, так что уравнение B.6)—
эллиптическое. Например, в этом случае имеет место оценка

II в II, < С (|| / И,., +1| v \\3_г), veCo (R"),
из которой немедленно получаем оценку решения задачи

<24)B5)

Здесь нор\иы для функции а—это нормы в пространствах Собо-

Соболева в R++1, а норма для /—норма в Hr'1(R'1).
2.7. Сведение на границу краевой задачи для уравнения вто-

второго порядка ([19], [76], [104]). Покажем, как проводится

сведение на границу краевой задачи в области QcR™ для об-

общего эллиптического уравнения второго порядка

где

эллиптический оператор с гладкими вещественными коэффици-
коэффициентами. Фиксируем точку Ро на границе Г области Q. Будем
предполагать, что эта граница бесконечно дифференцируема.
Гладким преобразованием переведем участок границы в окрест-
окрестности точки Ро в часть плоскости хп

= 0 так, чтобы образ обла-
области Q находился при этом в полупространстве хп>0. Пусть
uGCo°°(R+") и пересечение suppu с образом Г лежит в плоскос-
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ти хп
= 0. Обозначим через «° функцию, совпадающую с и при:

Хп&^О и равную нулю при хп<СО.
Тогда

1)лио=(Dnii)o+1 б (jg®«о (х'),

где «о—след а при х„=0, a (Djif—функция, равная ?>„а при
jcn>0 и равная нулю при Jcn<0. Аналогично,

D>=(Z)^)o+^S (^)®ai (х')-б' (л:л)®ио (л:'),

где ах
— след D^u при л:„=0. Пусть оператор L после указан-

указанного преобразования имеет вид

Тогда
y.ft-l 7=1

?, (яр) = (Lu)o+ Апп (f 6 (х^®щ (х')-Ь' {хп)®щ (л:'I-Ь

{ б (л„)®«о (л;')-

п—1

Г
6

J 4.

Построим левый параметрикс Q для оператора L в R",
QL=I-\-Т, где Т— сглаживающий оператор. Тогда

так что*

и°+Гио=
1 */

-б'

л—1

2. У B.7)

Важную роль при сведении на границу играет следующий

результат Хёрмандера [73]:
Теорема 2.6. Пусть Q—псевдодифференциальный опера-

оператор в области QczR71, причем его символ q(x, |) разлагается в

асимптотическую сумму %qi(x, |), в которой каждое слагаемое

является рациональной функцией от |. Пусть © — пересечение
Q с плоскостью хп = 0. Тогда для каждой функции и из Со°°(©)
определены продолжение функции QF(v)(jen)®") и всех ее про-
производных из области Q+={x:xGQ, xn>0) на Q+L)co. Предельные
значения

Q"va= lim ?{)

определяются с помощью псевдодифференциальных операторов^
Q^v, имеющих символы

2 а- '. о,
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где в качестве Г^ монсно взять, например, круг в полуплоско-
полуплоскости Imgn>0, содержащий внутри себя полюсы q3 из этой полу-
полуплоскости.

(
п

V
Главный символ параметрикса Q равен I 2 Aji&jlk I •

Уравнение

относительно |„ имеет при каждом |'=?^0 два корня аир, при-
причем Ima>0, Imp<0. Поэтому контур IY должен содержать
внутри себя точку |„= а. Нетрудно видетЬ, что

S rl

Таким образом, уравнение B.7) после сужения на плоскость

хп
= 0 имеет вид

Aac= Bu1-\-g, B.8)
гДе ^= Q:.(^U)O| ж„=о, А и В— псевдодифференциальные опера-

операторы с главными символами, соответственно

л-1

а—

Нетрудно видеть, что операторы А и В являются эллиптиче-

эллиптическими, так что можно, например, записать соотношение B.8)
в виде

ih^C&Q+dg, B.9)

где Со, Сх — операторы первого порядка, причем главный сим-
л—1

¦^1 Ajn
вол оператора Со равен —АлА~^%—Р> так что его мнимая

часть положительна при

Если рассмотреть граничную задачу с условием

на Г,
7-1
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то, исключая из него производную и по нормали с помощью

равенства B.9), получим псевдодифференциальное уравнение
на Г относительно uq. Решив его, можно найти решение и крае-
краевой задачи, как решение задачи Дирихле с условием и= и0 на

Г. Можно также использовать равенства B.9) и B.7) для того,

чтобы выразить и «в явном виде».

2.8. Сведение на границу краевой задачи для эллиптической
системы. Аналогично проводится сведение на границу эллипти-
эллиптической краевой задачи для уравнений и систем высших по-

порядков.
Следующая конструкция принадлежит Кальдерону [55].

Пусть Q — область в R71 с гладкой границей Г. Пусть
P(x,Dx) —система из г дифференциальных уравнений порядка
т в окрестности области Q. Для простоты предполагаем, что

коэффициенты этих операторов бесконечно гладкие.
Обозначим /s оператор с символом A+Ц|2)~з/2, действую-

действующий на Rn и Js — аналогичный оператор, действующий на Г.

Пусть D — гладкое векторное поле, не равное нулю и ортого-
ортогональное к Г в точках границы.

Вектору u=(uu...,Ur) из класса Hh(Q), где ?^1, сопо-

сопоставим вектор Ви= (vu ..., vm) на Г, полагая Vj=J}~mDi-iu(y),
у?Г. Обозначим К класс таких функций v, что v—Bu, причем
ueHm(Q) hP(x,Dx)u=0b Q.

Теорема 2.7. Пространство К совпадает с областью зна-

значений матрицы С размеров гтхгт сингулярных интегральных

операторов в Q, ранг символа которого равен гт/2 и для кото-

которой & = С.
Символ о (С) матрицы С может быть выписан явно в тер-

терминах символа оператора Р. Таким образом, указанная конст-

конструкция позволяет свести решение краевой задачи для системы

уравнений Ри — 0 в Q к решению системы псевдодифференци-
псевдодифференциальных уравнений на граничном многообразии Г.

§ 3. Волновой фронт обобщенной функции
и простейшие теоремы о распространении особенностей

3.1. Определение н примеры ([119], [20], [46], [69], [75], [76],
[83], [103], [104]). Хорошо известно, что обобщенная функция
и с компактным носителем является гладкой функцией тогда и

только тогда, когда преобразование Фурье u(g) быстро убыва-
убывает на бесконечности. Если же и не является гладкой функцией,
то направления, по которым «(?) убывает недостаточно быстро,
могут служить характеристикой особенностей и.

В классической теории распространения волн, построенной
Гюйгенсом, волны распространяются в каждый момент времени
в направлении, нормальном к фронту волны. По аналогии с

этой теорией, для каждой обобщенной функции и вводится ее

волновой фронт WF (и) как подмножество в пространстве кокаса-
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тельного расслоения. Это подмножество состоит из тех точек

(х, |), для которых направление вектора | является особым для

и в точке х. Проекция этого множества на пространство х

совпадает с singsuppu. Оказывается, что множество WF(k)
не зависит от выбора системы координат и допускает локаль-

локальное описание.

Понятие волнового фронта было введено в работах Сато
[97] и Хёрмандера [75] в 1970 году. Это понятие оказалось

чрезвычайно плодотворным для развития теории дифференци-
дифференциальных уравнений с частными производными.
Определение 3.1. Пусть u62)'(Q), где Q — область в R71.

Точка (Хо, go) из T*Q\0 не принадлежит WF(«), если сущест-
существуют такие функции феС0оо(й), ipeC 0(R« \0), что

=i|>F) при

Здесь, как обычно, ty(D)—псевдодифференциальный опера-
оператор с символом if>(i):

яр (?)) v (х) =

Иногда удобнее пользоваться другим, эквивалентным опре-

определением.

Теорема 3.1. Точка (х0, go)er*Q\0 не принадлежит

WF(u) тогда и только тогда, когда существуют такая функция
феС0°°(й) и такой конус FczR", что

Ф(х0) =^= 0, |о€Г, j«pa(?)|<CjvA +11|)~и для всех N и ggT.

Подмножество К в 7**Q\0 называется коническим, если оно

содержит вместе с каждой своей точкой (х, |) все точки (х, t%)
при ^>0.

Теорема 3.2. Для каждого распределения u?g)'(Q) его

волновой фронт является замкнутым коническим множеством в

T*Q\0, проекция которого на Q совпадает с sing supp и. Если

феС0°°(О), то

WF ^a)cWF (a).

Примеры. 1о. и=б (*); WF (а)={@, |), |eR"\0}.
2о. a= 6(Jd); WF(tt)= {@, x', g,, 0)er*R"\0, xfeRn~l, ii€R\0}.
3". a= W; WF(u)={@, 0, x", glf 0, 0); jc R"-2,ixGRXO}.

4°. Пусть Г—произвольное замкнутое коническое подмноже-
подмножество в T*Q\0. Тогда функция

а (х) - **))
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непрерывна в R" и WF(«)=r, если ФеС0°°(Нл), ф@)=1, |в*| = Ь
а последовательность точек (xk, 0a) плотна в пересечении Г
с множеством | g | = 1 (см. [76]).

3.2. Свойства волнового фронта. Пусть XaRm, YczRn — от-

открытые множества и f : X—*~Y—гладкое отображение. Если

фбС0°°(У), то функция /*ф(*) =ф(/(•*).) является гладкой в X.
Важным является вопрос: когда отображение /* может быть

распространено по непрерывности на обобщённые функции? От-
Ответ на него дается следующей теоремой.

Теорема 3.3 ([76]). Обобщенная функция f*uu3>'(X)
определена для каждого u?2D'(Y), для которого Nff]WF(u)=0^
где

Nf={(f(x), т))бГ*(У) \0://'(х)т) = 0}. C.1)

При этом

WF(/*k)c=/*WF(u) =

= {(х,'Г(хI\NТ*Х\0: (/(*), T])eWF(и)}.

Ясно, что если m= n, det f (х) =?0, то Nf=0 и теорема 3.5

применима для любого и.

В частности, эта теорема позволяет определить WF(«) для

и$<д)'(Х), где X — гладкое многообразие. При этом WF(«)c
с:Т*Х\0 и не зависит от выбора локальных координат.

Пусть X — гладкое многообразие и YczX—гладкое подмно-

подмногообразие меньшей размерности. Пусть i:Yc-X—вложение У
в X. Множество Nt, введенное в теореме 3.3, совпадает с

N(Y) = {(у,ц): y6Y, ц нормально к У}.

Поэтому справедлива
Теорема 3.4. Если ие&'(Х) и WF(«)fW(У) =0, то опре-

определено сужение и\y^?O'(У). При этом

WF(«|y)cz{(i/,T,)er*y\O:

). 0/,4+S)eWF(«)}.

Важным для приложений является вопрос о возможности

определения произведения uv двух обобщенных функций. Как.

известно, такое произведение определено всегда, если и?С°°(Х).
В общем случае важно, чтобы волновые фронты WF(u) и

WF(y) были согласованы: в тех точках, которые являются осо-

особыми для и, v должно быть гладким и наоборот (см. например
[46], [75], [76]).

Пусть и, v??E)'{X), X — гладкое многообразие А : Х-^-ХхХ —

диагональное отображение, так что А (х) = (х, х). Множество.

Na., определяемое по формуле C.1), имеет вид
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Теорема 3.5. Если WF(u)+WF(y)c:r*Z\0, то определе-
определено произведение uv?3)'(X), причем

WF(tw)c{(x, 1+ъ)еТ*Х\0: (х, g)€WF (я) или g—0,

(*, t))€WF(o) или т)
= 0).

Это утверждение получается из теоремы 3.3 после примене-
применения отображения Д* к обобщенной функции u(x}<8vly)&
6®>(XXX). -

Теоремы 3.3 и 3.5 позволяют рассмотреть вопрос о возмож-

возможности применения к обобщенной функции u?3)'(Y) интегрально-
интегрального оператора вида

An(x)=-\K(x,y)u(y)dy
с ядром К из S)'(XXY).

Если кеС0"(У), то АиЬ2)'(Х) и

WF (Л«)(={(*, %)еТ*Х\0: (х, у, |, O)eWF(ZC) для некоторого

i/6supp и}.
Это сразу следует из теоремы 3.5. Для рассмотрения общего»

случая, когда u^S'(Y), введем следующие множества

WF'(#)-{(*, #> Е. ч)еТ*(ХхУ)\0: (х, у, g, -^)eWF(iC)},
x={(x,lWlX)\Q: Щ&Г, {х, у, I, O)eWF(iC)},
={(y, ч)еТ*(У)\0: Ях^Х, (x, y, 0, -t])€WF(AT)}.

Теорема 3.6. Пусть и?$' (V) и WF(a)nWF'(/C)K= 0»
Тогда определена обобщенная функция

Аи (х) = J К (х, у) и (у) dy?®' (X).

причем

WF (Au)(zWF (K)x U{(*, ?NГ* (Х)\0:
ЧУ, л)eWF (и), (х, у, g, ^)€WF' (К)}.

В том важном частном случае, когда А является псевдодиф-
псевдодифференциальным оператором,

и потому VJF(K)x =

WF (Аи)

=0, так что

zWF(и).

Таким образом, псевдодифференциальный оператор является:

псевдолокальным и в терминах волновых фронтов (см. п. 1.1)-
3.3. Приложение к теории дифференциальных уравнений.

Пусть Р= Р(х, D) —дифференциальный или псевдодифференци-
псевдодифференциальный оператор порядка m с главным символом ро(х, |). Пусть

={(x, tNT*X\0:
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Т е о р е м а 3.7 ([76]). Для каждого ивф' (X)

WF (и) <=Char PlJWF (Pu).

Следствие 3.1. Если Р—эллиптический оператор (т. е.

Char Р=0), то WF(n) =WF(Pu) для всех иЬЗ>'(Х).
Доказательство теоремы основывается на построении микро-

локального параметрикса. Если точка (х0, |0) лежит вне CharP,
то можно построить такой оператор Q (х, D), что символ опера-
оператора QP— / будет равен нулю в конической окрестности точки

(<?о> ?(>)• Этот символ строится так же, как это делалось при до-
доказательстве теоремы 1.3. Если теперь (х0, lo)UWF (Pa), то

{х0, |o)$WF (QPu) и, следовательно, (х0, ?0)$WF (я).
Пример 3.1. Пусть и?2)' (X), XcRn и D^C00 (X). Тогда

если (х0, Ь)?Т*(Х)\О, (х0, |o)€WF(a), то каждая точка (xW, |o)
из Т* (Х)\0 ие принадлежит WF(tt), если точку л:A> можно

соединить с х0 отрезком прямой, параллельной оси хи лежащим

в X.

Этот простой пример описывает в действительности ситуа-
дию, типичную для операторов с простыми характеристиками.

Теорема 3.8 ([76]). Пусть XczRn, P — псевдодифферен-
псевдодифференциальный оператор в X с вещественным главным символом ро

и ^
— лежащий в Т*Х\0 отрезок интегральной кривой гамиль-

тоновой системы уравнений

x(t)*=dpo(x(t), l(t))ldl, i(t)=>-dpo(x(t), l(t))ldx.

Если ¦ynWF (Pu) = 0, то имеет место одно из двух: или ^с:
c=WF(«) или ¦YflWF(K)=0.

3.4. Некоторые обобщения. В теории дифференциальных
уравнений полезны некоторые обобщения понятия волнового

фронта: аналитический волновой фронт, волновой фронт Жев-

ре, фронт осцилляции и др. (см. [76]).
Остановимся на одном таком обобщении, связанном с про-

пространствами Соболева Hs(s?R).

Определение 3.2. Пусть tt?2)'(X) и (х0, Ь)еТ* (Х)\0.

Будем писать, что ибН3 (д;0, |о). если h=Hi4-«2> гДе u.x?Hs(X)
и (*o, io)<EWF Ы-

Определение 3.3. Волновым фронтом WF3(и) обобщен-
обобщенной функции uG?D'(X) называется дополнение в Т*(Х)\0 к

множеству точек (х, |), для которых uGHs(x, |).
Теорема 3.9 ([|76],). Для каждого ue?D'(X)

W.F. (и) cChar PUWFs^ (Pu).

Теорема 3.10 ([76]). Пусть выполнены условия теоремы
3.8. Если fnWF3^m(Pu)=0> то либо 4czWFs(«), либо ^П
flWF(H
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§ 4. Интегральные операторы Фурье

4.1. Определение. Примеры. Теория псевдодифференциаль-
псевдодифференциальных операторов, рассмотренная в § 1, хорошо приспособлена
для изучения различных задач, связанных с эллиптическими,

дифференциальными уравнениями. Однако при рассмотрении;
уравнений гиперболического типа эта теория оказывается не-

недостаточной и приходится рассматривать более широкий класс-

операторов — так называемые интегральные операторы Фурьё'
([18]. [46], [74J, [75], [76], ![83], [103], [104]).
Определение 4.1. Интегральным оператором Фурье

(и. о. Ф) называется оператор вида

Ф:и~j ja(x, у, Q)

Здесь функция а называется амплитудой,
где XczRni, FcR"* и выполнены оценки

у,о)\

66R
"

D.2>
для любых мультииндексов а, ? и у; функция S называется

фазовой функцией, S&C°° (XX YX (R*\0)), S вещественнозначна
и положительно однородна по 0 степени 1.

Обычно на фазовую функцию S налагаются еще некоторые
условия невырожденности, о которых будет сказано ниже.

'

Пример 4.1. Если ni = n.2=N, S(x, у, 0) = (х—г/)-0, то

оператор D.1) является псевдодифференциальным (см. § 1).
Пример 4.2. Решение задачи Коши:

u- ^-= ф при t 0,

дается формулой

u(t, х)=

В этой формуле участвуют два оператора, которые имеют вид

и. о. Ф. с фазовыми функциями (х—г/)?±^|?|, но с амплитуда-
амплитудами вида (IJtHI)-1, имеющими особенность при |=0. Вырезая
эту особенность, т. е. заменяя Bt|||)-1 на амплитуду
A—Х(?) (Still) ,где %?C0°°(Rn), x(?) = 1 B окрестности точки

О, мы изменим правую часть на оператор с гладким ядром.
Таким образом, u(t, x) выражается через <р(х) с помощью двух
и. о. Ф. и оператора с гладким ядром.
Пример 4.3. Рассмотрим задачу Коши

да
^r=p(t, х, Dx)u при tf>0, и@, *)= <



тде р (/, х, Dx) — псевдодифференциальный оператор порядка 1

по х, гладко зависящий от t, главный символ которого p(t, x,

^) — положительно однородная степени 1 функция переменной
?GRn с вещественными значениями. Тогда параметрикс этой за-

задачи имеет вид

х) = Bя)-« j J a (t, х, I) Ф (у) в'(^-»)б+»(«.*

где фазовая функция 5 находится как решение нелинейного

уравнения
as /, . , as^

удовлетворяющее начальному условию

S@, *, 6)=0.

Правило для отыскания амплитуды а(?, х, |) указано ниже, в

п. 4.3.
4.2. Некоторые свойства интегральных операторов Фурье.

Обсудим вначале вопрос о сходимости интеграла D.1). Ясно,
что он может не сходиться при т~>—п2, даже если u6C°°(Y).
Попытаемся определить этот интеграл как предел

Ilm J J х (ев)«(•*' У' в)а

"

где x6Co>(R"), х(в)=1 в окрестности точки 06R . Предполо-
Предположим, что

dy,eS(x, у, е)=^о при eeR"\o, хех, у&. D.3)

Пусть
п. JV

„ ,„ dS д—1 "V дА JL _i_±
~

i j? dyk dyk +1

Тогда

i^,,:».., _№ («]р+1 в рi (gy 1

причем ц(х, у, 6)=^= 0, -ф<jc, у, tQ)=*t2y(x, у, е) при *>0. Если

AeCcT(R^), А(в)= 1 при |е|<у; А(в)=О при |в|>1. положим

Ц= [1 — А (в)] if (*, У, Э) L+А (в).

Тогда Lxeis = eiS, причем

д
Oj \x, у, н;

4-1 '"-

7=1

> У. в) ^+2 */ (•«• #> в) ^в}
4- с {х, у, в).

При этом функции ак, Ьр с удовлетворяют оценкам вида D.2),
соответственно, при т=

— 1, 0 и —1. Поэтому

j J ЭС(ев)а(л:, г/, e)u(y)eiS^-»-e)dydQ=

==

J J % («в)а (х, у, 0) и(«/) ?i e'Six-y^dydQ=

— J J ('A)* (X (ев) а (х, у, е) и (у)) els^-y^dydQ,

где

1 ^i dW ^ йеУ у
л-=1 71™!

Если й настолько велико, что k>n.2-\-m, то полученный ин-

интеграл сходится абсолютно и равномерно по е при ее[О, 1] для

и?С™(У) и допускает предельный переход при е-»-0 под знаком

интеграла.

Поскольку эта же конструкция применима к интегралам, по-

получающимся из D.1) после дифференцирования по х, справед-
справедлива

Теорема 4.1. Если выполнено условие D.3), то оператор
Ф является ограниченным из C0°°(Y) в С""(Х).

Так как транспонированный к Ф оператор имеет вид

'Av (у) = ».в)а (х, у, в) о

можно, используя двойственность, получить следующее утвер-
утверждение.

Теорема 4.2. Если выполнено условие

D.4)
то отображение Ф, определяемое интегралом D.1), может быть

продолжено до непрерывного отображения

Ядром Шварца оператора Ф является обобщенная функция
К(х, y)G&>'(XxY), определенная интегралом

< К, w > = jj e«(*¦».в)а (х, у, е) ш(х, у) dxdydQ, <a>6C? (X X Y).

Рассуждение, аналогичное приведенному выше, и теорема 3.6
позволяют доказать следующее утверждение.
Теорема 4.3. Пусть uGSF'(Q) и Ф—оператор вида D.1),

причем выполнены два условия:

1о. Если dxS(x, у, е)=0, deS(x, у, е) = 0, To

2». Если deS(x, у, е) = 0, е=?0. то dyS [х, у,

55



Тогда определена обобщенная функция Фи&2У (X) и

4.3. Композиция интегральных операторов Фурье с псевдо-

псевдодифференциальными операторами. Пусть Л — псевдодифферен-
псевдодифференциальный оператор порядка т в области XczRn 1

и а(х, |)
—

его символ. Рассмотрим вначале поведение функции A(feiXMx)y
при Х-»-+оо, предполагая, что А — собственный, a ip^eC"^)
и ц'\(х)Ф0 при лгеА", /еС-(А').
Теорема 4.4. Для любого целого N^0 при Х^г 1 справед-

справедливо равенство

-алА

|а|<ЛГ

D.5)

где ¦>!>(#) )— ^/(JC)(i'—¦*)» a #лг такова, что

(x, l)\<Cfi,jv,K для

где /Г—произвольный компакт в!, а постоянные С$,ы,к не

зависят от А.

Заметим, что в сумме D.5) слагаемое, соответствующее

индексу а, оценивается через САт~|0С|/2, поскольку производные

•щ Чх (У)= 0 при у=х и поэтому

Теорема 4.4 позволяет определить оператор А°Ф, где ф—опе-

оператор вида D.1) порядка т' с амплитудой b (х, у, 0), т. е.

фи (х) = jJ 6 (х, у, е) и (у) eiSix-y'e)dydQ.

Теорема 4.5. Композиция А°Ф, является оператором
вида D.1) с той же фазовой функцией 5 и с амплитудой

с (х, у, е) =r'sc*e>e (*, Z)*) [6 (jc, у, е) е'^^-У'9)],
которая при |0|->оо разлагается в асю-штотический ряд:

с(х, у, 9)~2^ (z, у, е)

где

Аналогичный результат верен и для композиции Ф°А. Его

легко получить из теоремы 4.5, представляя Ф°Л как оператор,
транспонированный к 'Л-'Ф.
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Теорема 4.6. Оператор Ф°Л представляется в виде D.1)
с той же фазовой функцией S и с амплитудой, асимптотически

равной

где y
Вернемся теперь к задаче, рассмотренной в примере 4.3 в

п. 4.1. Применим теорему 4.5 для вычисления символа операто-
оператора Р°Т. Согласно этой теореме, символ a(t, x, |) должен удов-

удовлетворять асимптотическому равенству

-5г) [^

где = S(*. г, ?)-5 (Л л:, |)-(г:-
того, а @, л:, |) = 1. Если представить а в виде асимптотической

суммы

^' х>2;
/-о

то получим, что

• ¦*•

х, I) при

I), ао @, л:, g)-

j yJ, X, ?,)= U, J — 1, л, . . •

Здесь функции F} вычисляются, если известны функции аог

аи..., а}_ь причем F3(t, x, \%)=Х~'Р3у, х, |) при А>0. Эти
уравнения называются уравнениями переноса.

Построенный таким образом параметрикс Т позволяет дока-
доказать существование единственного решения задачи Коши.

4.4. Канонические преобразования. Рассмотрим интеграль-
интегральный оператор Фурье специального вида:

Фи (х)= Bя)"л j а {х, I) a (Q е^х*Щ. D.6)

Предположим, что detf—л л% ) ^ *-*• Оператор D.1) имеет вид.

D.6) в том случае, когда а и 5 не зависят (Уг у и ЛГ=га1 =

=П2=п. Ядро Шварца этого оператора имеет вид ;

л:, BяГЛ j je, g) rfg.
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Используя метод стационарной фазы, (см., например, [40]), мож-

можно показать, что

, у, I, -г,): У=

Поэтому из теоремы 3.6 следует, что

Соотношения

У-
dS(x, ц)

_

as (д:, тр

определяют преобразование
Т:(х, 1)-*(у, г\),

которое называется в классической механике каноническим

(см. [5]).
Напомним некоторые понятия, связанные с этим преобразо-

преобразованием.

Пусть М — гладкое многообразие четной размерности 2п.
Симплектической структурой на многообразии М называется

тладкая внешняя дифференциальная 2-форма

если она замкнута, т. е. da2=Q, и невырождена, т. е. det

Ф0. Многообразие, на котором задана симплектическая струк-
структура со, называется симплектическим.

Если, например, Q — область в R", то многообразие T*Q
имеет симплектическую структуру

не зависящую от выбора координат в Q.

Преобразование Г: T*Q,-+-T*Q, называется каноническим,
«ели оно гладкое и сохраняет симплектическую структуру.

Примеры. 1°. Замена координат y=F[x) порождает ка-

каноническое преобразование Т:

y=F(x), n=*F'(x)-4.

2°. Гладкая вещественнозначная функция Н(х, |) опреде-
определяет для каждого teR каноническое преобразование

где x(t), %(t)—решение системы уравнений

dH(x(t),Ш- дх
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с начальными условиями:

х@)=х,

(мы считаем, что такое решение определено при всех R)
Преобразование Т : r*Q-vT*Q является каноническим тог-

тогда и только тогда, когда при индуцированном на функциях
преобразовании сохраняется скобка Пуассона

if

для любых двух функций /- и g из С°°(Г*?2).
Каждая гладкая функция 5 (хи..., хп, г\г,..., щ,

где 0<^<л, удовлетворяющая условию
d*S

дхду

определяет каноническое преобразование Т по формулам:

/ An ¦
» J

dS
j=k -\-1,..,, n

Функция S называется производящей функцией преобразова-
преобразования Т.

4.5. Связь канонических преобразований с интегральными
операторами Фурье. Как отмечено выше, волновой фронт
обобщенной функции под действием интегрального оператора
Фурье преобразуется в соответствии с каноническим преобразо-
преобразованием, производящей функцией которого служит фазовая
функция интегрального оператора Фурье.

Оказывается, что аналогичным образом меняется главный

символ каждого псевдодифференциального оператора.
Теорема 4.7 ([19]). Пусть Р—псевдодифференциальный

оператор с символом pdS™(Q) и Ф—интегральный оператор
Фурье D.6) с фазовой функцией S. Тогда существует такой

псевдодифференциальный оператор Q с символом 4r6<5m(Q/)> гДе

Q! — образ Q при отображении, определяемом производящей
функцией S, что оператор Т=РФ—<i)Q является сглаживаю-

сглаживающим, причем q—qQ€Sm~l (Q'), где qJ—i"*' ¦. Я\ =Р (х,—i*' )•* *

\ оц /
'

\ ox j

При изучении различного рода априорных оценок удобным
является следующий близкий результат.
Теорема 4.8 ([19]). Пусть Р — псевдодифференциальный

оператор с символом /?6Sm(Q) и Ф—интегральный оператор
Фурье вида D.6) с амплитудой a€S°(Q) и фазовой функцией S.
Тогда оператор С} = ф*Рф является псевдодифференциальным с

символом ^6Sm(Q'), причем
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где (у, т)) —образ точки (х, |) при каноническом преобразова-
преобразовании, определяемом производящей функцией S.

Следствие 4.1. Если Ф — интегральный оператор Фурье
вида D.6) с амплитудой aeS°(QxRn) и фазовой функцией Sv
то для любой подобласти Q'mQ существует такая постоян-

постоянная С, что

|| Фи || 0<С || и Но. ибСо>(&),

а если \а(х, |) | ^со>0 при больших |||, то

11и||о<с(||Фи||о+||и||-1), и€С0-.(О').
Здесь, как обычно, || • ||, — норма в пространстве #s(Rn).

Это утверждение сразу следует из теоремы 4.8, если при-
применить ее в том случае, когда Р=1, поскольку

||фы||02=±(ф*фЫ; uH=(Qu, ыH= (Аи, иH+(Ви, иH,

где А — псевдодифференциальный оператор с символом.

|а(х, |) |2| det Sxi(x, |) |"', а В — псевдодифференциальный опе-

тор порядка —1.

Следствие 4.2. Если амплитуда а оператора D.6) при-
принадлежит Sm(QXR"), то для любой Q'mQ и любого seR су-

существует такая постоянная C— C(s,Q'), что

Определение 4.2. Интегральный оператор Фурье вида

D.6) называется эллиптическим, если его фазовая функция &

невырождена, т. е. деЦ\д28/дх^дЪ,^\Ф0, а его амплитуда а та-

такова, что

|(h-Cb С>0, (*,

Теорема 4.9 @19]). Пусть Ф — эллиптический интеграль-
интегральный оператор Фурье вида D.6). Тогда существует такой интег-

интегральный оператор Фурье W вида D.6) с той же фазовой функ-
функцией S(x, |) и такой амплитудой b(x,l)?S-m, что оператор
тр*ф—/ является псевдодифференциальным оператором поряд-
порядка 'ОО.

4.6. Лагранжевы многообразия и фазовые функции. Пусть
М — симплектическое многообразие размерности 2ft и со2 — его

симплектическая форма. Подмногообразие AcrAf называется

лагранжевым, если, во-первых, о)х2(|, vi)— О Для любых ябЛ и

векторов | и т] из ГхЛ и, во-вторых, dimA=n.

При изучении интегральных операторов Фурье вида D.1)
важную роль играет множество

Са={(х, у, Q)bXxYx(RN\O); d*S(x, у, в)=О}.

Предположим, что дифференциалы функций dS/dQj, j=l,...,N
по {х, у, 8) линейно независимы в каждой точке множества Cs.
Тогда Cs является гладким подмногообразием в Хх^Х

XiRN\0) коразмерности^.
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Предположим, кроме того, что щ = п2=п, X=Y=Q и

/d'S d*S \

?>(S)= det( ps s*s 1=^0. D.7)
\двду дв*

Если эти предположения выполнены, фазовая функция S на-
называется невырожденной.

Рассмотрим множество

As={(*, \,y, ^)€QX(R"\0)xQX(R"\0):
38, l=dS(x,y,B)/dx, r\=—dS(x,y,Q)/dyt (x,y,Q)eCB}.

Условие D.7) означает, что в качестве локальных координат на
Cs можно использовать (х, |) или (у, i\), где

l=dS(x, у, в)/дх, 7) = —dS(x, у, B)/dy.
В самом деле,

dS dS
' дХ'-W)

д(х, у, 6) д(х,у,в)

так что отображения (х, у, eW*, -fr> 4§") и (л:, у,
I dS dS \

•"^If/' —gr-i -gg-J определяют локальные координаты в окрест-
окрестности поверхности Cs- Таким образом, если рассмотреть проекции

то при условии D.7) эти проекции являются локальными диф-
диффеоморфизмами. Отображение r=p°q~l также является ло-

локальным диффеоморфизмом и может быть определено уравне-
уравнениями:

Х= Х(у, 1\), § = |(*Л Т)),
где х и | положительно однородны по т] порядков 0 и 1, соот-

соответственно. Множество As является коническим и совпадает с

графиком отображения т. Важно отметить, что на Cs
3S
т- dy=dS(x, у, в)=0,

поскольку 5=8--^д-=0 на С$- Поэтому при отображении г

форма \dx переходит в форму t\dyy т. е. форма \dx—r\dy тож-

тождественно равна 0 на векторах, касательных к As- Следователь-
Следовательно, симплектическая форма

d%/\dx—dn\/\dy,

определенная на ИХ (Rn\0) ХЙХ (R"\0), обращается тож-

тождественно в 0 на As, т. е. As является лагранжевым подмногооб-
подмногообразием.
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Пусть теперь X — гладкое многообразие размерности п.

Пусть L — коническое лагранжево подмногообразие в Т*Х\0.

Покажем, как сопоставить L локальные фазовые функции, т. е.

такие гладкие вещественнозначные функции S(x, 8), что каждая

из них положительно однородна по 0 первой степени, определе-
определена в некотором открытом подмножестве FcrR^X (Rw\0) и:

d*, f>S?=O на Г. Пусть 5 — такая функция, пусть множество

является гладким многообразием и ранг дифференциала
отображения

D.8)

равен п в каждой точке множества Cs- Зафиксируем точку

(х0, 8оNГ и пусть 1о=-^-(л;о. во)-

Определение 4.3. Фазовая функция S называется ассо-

ассоциированной с лагранжевым подмногообразием L в окрестности
точки (х0, 8oNL, если существуют такие конические окрестности
Г° и Г1 точек (х0, в0) и (х0, |0), соответственно, что образом
Csnr° при отображении D.8) является LOT1.

Существование таких локальных фазовых функций вытекает

из следующего утверждения.
Предложение 4.1. Пусть L — коническое лагранжево

подмногообразие в Т*Х\0 и (х°, |°) GL. Можно так выбрать ко-

координаты (jcb ..., хп) в окрестности точки х°&Х, что в окрест-
окрестности точки (х°, |°) многообразие L будет определяться урав-
уравнениями Xj = dH(%)/d%j, j = l,... ,п, где Н&С°° в конической

окрестности точки |° и Н(t\)=tH(g) при f>0. Таким образом,
фазовую функцию S, ассоциированную с L в окрестности точки

(х°, |°), можно выбрать в виде

Определение 4.4. Фазовые функции S и S называются

локально эквивалентными, если 5 (jc, Q)=S (x, 8 (х, &)) и ото-

отображение (х, в)>->-(х, в (х, 8)) является локальным диффеоморфиз-
диффеоморфизмом, 0(jc, tQ) = te(x, в) при t > 0.

Теорема 4.10 ([75], [76]). Невырожденные фазовые функции
S (х, в) и S (x,~Q), где eeR^1. 06^'» локально эквивалентны

тогда и только тогда, когда

1) N^N2;
2) S и S ассоциированы с одним общим лагранжевым много-

многообразием L;

на
3) у матриц -sp-

и

ных и отрицательных собственных значений.
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S
^— совпадают ранг и числа положитель-
положительа2

v

При изучении интегральных операторов Фурье вида D.1)
важную роль играет коническое лагранжево многообразие As
в (Т*Х\Ь) X (T*Y\Q). Предложение 4.1 в этой ситуации утвер-
утверждает, что As может быть локально определено с помощью фа-
фазовой функции

Нетрудно видеть, что эта фазовая функция невырождена.
4.7. Лагранжевы многообразия и распределения Фурье. Рас-

Рассмотрим интеграл

j x, 8) de, D.9>

где S—невырожденная фазовая функция, a&Sm (X X R^)- По-

Повторяя рассуждение из п. 4.2, можно придать смысл интегралу

(X), D.10>

причем этот интеграл непрерывно зависит от и. Таким обра-
образом, /а€^)'(Х).

С помощью метода стационарной фазы нетрудно проверить,,
что

WF

Определение 4.5. Распределением Фурье из класса

Im(X, L), называется интеграл вида D.9), в котором a?Sm(XX
XR1"), a 5 — фазовая функция, ассоциированная с лагранже-
лагранжевым многообразием L.

Можно показать, что класс Im(X, L) действительно зависит

лишь от L, а не от выбора фазовой функции S, ассоциирован-
ассоциированной с L. Если L может быть задано фазовыми функциями лишь

локально, то класс Im{X, L) определяется как состоящий из

сумм обобщенных функций, задаваемых интегралами вида

D.9) с различными фазовыми функциями S, ассоциированными
с L в окрестностях различных точек из L.

Примерами распределений Фурье являются, например, ядра

Шварца любых и. о. Ф.
4.8. Глобальное определение интегрального оператора Фурье.

Пусть X и Y—два гладких многообразия одинаковой размер-
размерности п. Обобщенная функция Лб^)'(Хх^) определяет непре-
непрерывную билинейную форму на С0°°(Х) XCO°°(Y) и, следователь-

следовательно, непрерывное отображение Cq°°(Y)-*-3)'(X).
Если Л — замкнутое коническое лагранжево подмногообра-

подмногообразие в Т* (XxY)\0, то пространство распределений Фурье
Im(XxY, А) можно рассматривать как некоторое пространство
линейных непрерывных отображений из Со°°(Y) в Э)'(Х).

Определение 4.6. Замкнутое коническое подмногообра-
подмногообразие С в T*(XxY)\0 называется однородным каноническим от-

отношением из Г* У в Т*Х, если С содержится в (Т*Х\0)Х;
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Х(Т*У\О) и является лагранжевым относительно формы ох—

—ог, где Ох и От — симплектические формы на X и У, соответ-

соответственно.

Как и в п. 4.6, можно показать, что локально каноническое

однородное отношение С может быть определено с помощью не-

невырожденной фазовой функции S (х, у, 8); так, если положить

= {(x, у, 8):
.
dS (x, у, в)

дв -о}.

(х, у, в)~(х, g, у, -~

то отображение

является локально однородным диффеоморфизмом Са на С.

В силу замкнутости С, можно найти локально конечное по-

покрытие Т*(XxY)\0 открытыми коническими множествами Г,,
/=1, 2,..., которые являются координатными окрестностями в

T*(XxY)\0 и обладают следующим свойством: для каждого /
множество CflFj, определяется невырожденной фазовой функ-
функцией S,(x, у, в)еС°°(Г,). Пусть {g3}, / = 1, 2,.. .,

— гладкое раз-

разбиение единицы в T*(XxY)\0, подчиненное этому покрытию,

причем функции g} положительно однородны по 0 степени 0.

Оператор

Фи(х) =2 И*/<*• У' e)eis^x-y-e)aj(x, у, e)a(y)dydQ
i

называется глобальным интегральным оператором Фурье, если

flj€Sm, /=1, 2,... .

Пример 4.4. Если Х= Y, С=Дх* — диагональ в (Т*Х\0) X
Х(Г*У\0), то в качестве фазовой функции можно взять

(х—у)8, где 8eRn\0. В этом случае оператор Ф является псев-

псевдодифференциальным.

§ 5. Псевдодифференциальные операторы главного типа

5.1. Определение. Примеры. Пусть P(D) —дифференциаль-
—дифференциальный оператор порядка пг с постоянными коэффициентами и с

главным символом /?оA)-
Определение 5.1. Оператор P(D) называется операто-

оператором главного типа, если й%ро(Ъ,)ф6 при %ф0, geR".
Это название объясняется следующей теоремой.
Теорема 5.1 (см. [72]). Если P{D)—оператор главного

типа, то для каждого оператора Q(D) с постоянными коэффи-
коэффициентами, имеющего порядок пг—1, существует такая постоян-

постоянная С>0, что

\\[P(D)+Q(D)]u\\^C(\\P(D)u\\ + \\u\\), ueC0~(R"),
где || • || — норма в пространстве L2(R").
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Эта теорема показывает, что многие свойства оператора Р

определяются его главным символом и не зависят от млад-
младших членов.

Пример 5.1. Операторы Д и ? являются операторами

главного типа. Операторы ^ ±А и
^- ±/Д не являются та-

таковыми.

Определение 5.1 следующим образом обобщается на псевдо-

псевдодифференциальные операторы общего вида.

Определение 5.2. Псевдодифференциальный оператор
Р(х, D) с главным символом ро(х, |) называется оператором
главного типа в области Qc=Rn, если форма a\CJip0(x, |) не кол-

линеарна форме \dx при всех (х, |NT*Q\0.
Отметим, что если для оператора Р(х, D) форма й„%р0{х, |)

коллинеарна форме \dx в некоторой точке (х, |Nr*Q\0, то

тогда d%p0(x, |) =0 и, в силу тождества Эйлера, ро(х, |)=0.
Среди неэллиптических операторов простейшим оператором глав-

главного типа является оператор D\. Как будет объяснено ниже,
каждый оператор главного типа с вещественнозначным главным

символом ро микролокально эквивалентен этому простейшему
оператору.

5.2. Операторы с вещественным главным символом. Пусть
Р(х, D) —оператор главного типа порядка m с вещественным

главным символом ро{х, |) и пусть ро(хо, |°) =0, *oeQ, |°6R"\0.
Поскольку эллиптические операторы микролокально обратимы
в алгебре псевдодифференциальных операторов, можно заме-

заменить уравнение Р(х, D)u=f эквивалентным ему уравнением
QPu= Qf, где Q — эллиптический оператор порядка 1—т. Та-
Таким образом, можно, не ограничивая общности, считать, что
т=1.

Теорема 5.2 ([19]). Пусть Р(х, D) —псевдодифференци-
дифференциальный оператор главного типа первого порядка с веществен-

вещественным главным символом ро(х, |). Пусть (х°, |°)er*Q\0 и

Ро(х°, |°)=0. Тогда существует такой эллиптический интеграль-
интегральный оператор Фурье Ф вида D.6), что один из операторов
РФ—ф?>! или ФР—?>i® имеет амплитуду, равную нулю в кони-

конической окрестности точки (д:0, |°).
Рассмотрим вначале тот случай, когда dipa{x°, !°)^0. Пусть

для определенности 5Sl po(x°, |0)=й=0. Рассмотрим следующую
вспомогательную задачу Коши:

о(х,Ро 2 E.1)

Поскольку плоскость Xi=a;i0 — нехарактеристическая в некото-

некоторой окрестности точки (х°, |°), решение этой задачи существует
в некоторой конической окрестности этой точки. Нетрудно про-
проверить, что в ©

S(x, tt)=tS(x, g) при *>0 и det\\&S/dxidlj\\-?O.
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Последнее видно из того, что det || d2S (x°,
и, в силу уравнения E.1), имеем

ji dpt(x,dS/dx) d'S __,

Но при X\=XiQ, в силу начального условия, d2S/d#jd|i = 0 при

/ = 2, ...,
п. Поэтому d2S{x°, %°)/дххд^фО. Следовательно,

функция S является производящей для некоторого каноническо-

канонического преобразования. По теореме 4.7, если положить

\-п Г ~/ iSU &)•/& (Ч 9\

где S определена вне со произвольно, но так, что S(x, t%) =
= tS(x, |) при ^>0 и detl^SfdXid^jW^O, оператор

РФ—(

имеет в и нулевой порядок. Таким образом, оператор Р экви-

эквивалентен в со оператору вида Di+Л, где А—псевдодифферен-
А—псевдодифференциальный оператор нулевого порядка. Дальнейшее преобразо-
преобразование можно проделать с помощью следующей леммы.

Лемма 5.1 ([19]). Пусть Р(х, D)=Dl+A(x, D), где А —

псевдодифференциальный оператор нулевого порядка. Тогда

существует такой эллиптический псевдодйфференциальный опе-

оператор Т нулевого порядка, что

где R — бесконечно сглаживающий оператор, a S — парамет-

рикс для оператора Т.

Таким образом, решение уравнения Pu=f, где Р — псевдо-

псевдодифференциальный оператор главного типа с вещественным

главным символом сводится к решению уравнения Dxv=g-\-Rvr
где R имеет в со порядок— оо.

Если d%po(x°, |°) =0, но форма dxpQ(x°, ?°) не пропорцио-
пропорциональна форме %Qdx, то применима та же конструкция, но урав-
уравнение E.1) придется заменить другим. С помощью поворота в

^-пространстве можно всегда добиться того, что gradI/?o(^°, 1°)
будет иметь вид (а, 0,..., 0), где афО, причем вектор %0ф0
таков, что |i° = 0.

Будем искать производящую функцию в виде S= S(y, |),
так что S — решение задачи Коши

при У1==2
Ясно, что решение этой задачи существует в некоторой кони-

конической окрестности со точки (у0, |°), причем у°=0, S(y,tQ=

=tS(y,t) при

Продолжая S на T*Q, получим, что порядок оператора

ФР—Di®

равен 0, если Ф — оператор вида E.2).
Таким образом, и в этом случае уравнение Pu=f в кониче"

ской окрестности точки (я0, |°) сводится к уравнению D\v=g-\-
+ Rv, где оператор R имеет символ, равный 0 в этой окрестно-
окрестности.

5.3. Разрешимость уравнений главного типа с вещественным,

главным символом. Теоремы 3.7—3.10 об особенностях решений
уравнения Pu=f и теорема 5.2 позволяют решить вопрос ло-

локальной разрешимости этого уравнения.
Определение 5.4. Псевдодифференциальный оператор'

Р(х, D) называется разрешимым в точке. x°GQ, если существу-
существуют такие окрестности U и V этой точки в Q, что UmV и для:

каждой функции /6С°°(V) найдется такая обобщенная функция
ие<Г'(У), что Pu=f в U.

Определение 5.5. Псевдодифференциальный оператор
Р(х, D) называется полуглобально разрешимым в области

Qc=R", если для каждого компакта К из Q и каждой функции f
из подпространства S конечной коразмерности в C°°(Q) найдет-^
ся u€<g" (Q), для которого Pu=f в К.

Условия разрешимости оператора Р определяются поведени-
поведением его бихарактеристик.
Пример 5.2. Оператор x2Di—xlD2 не является разрешимым:

в начале координат, хотя является оператором главного типа.

Следующее условие на оператор Р в Q зависит от выбора
компакта Кш?1.

Условие А. Пусть Кшп. Для каждой точки (х°, |°N
€T*Q\0, в которой ро(ха, |°) =0, бихарактеристика, т. е. интег-

интегральная кривая системы уравнений

x(t)=dpo(x(t), l(t))/dl, i(t)=—dpo(x(t), |@)/a*
проходящая через точку (х°, |°), содержит точки (х, |)€T*Q\0r
проекция которых на Q лежит вне К.

Теорема 5.3 ([63]). Оператор Р(х, D) разрешим в точке-

х°, если найдется такая окрестность К этой точки, в которой вы-

выполнено условие А. В частности, оператор Р разрешим в точке-

а:0, если d^poix0, %)?=0 для всех |6R"\0.
Теорема 5.4 ([63]). Оператор Р(х, D) полуглобальна

разрешим в области QcR™, если для каждого компакта Кш?1
выполнено условие А. При этом, если. f&H'(Q)(]S, то существует

функция u&H'+m~1(Q), удовлетворяющая уравнению Pu=f »

К и

6Г

где постоянная C=C(s, К) не зависит от f.
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5.4. Разрешимость операторов главного типа с комплексно-

значным главным символом. Если псевдодифференциальный
оператор Р(х, D) главного типа имеет комплекснозначный сим-

символ po=a-\-ib, то уравнение Pu=f, где feC°°(Q), может быть

решено, вообще говоря, только в том случае, когда f принадле-
принадлежит подпространству бесконечной коразмерности.
Пример 5.3. Исторически первым был пример Леей урав-

уравнения

где /6C°°(R3), которое не имеет решений ни в каком открытом
множестве cocrR3 (см. [72]).
Пример 5.4. Еще более простым является уравнение

Существует множество второй категории в C°°(R2) функций /,
для которых это уравнение неразрешимо ни в каком открытом
множестве на плоскости, содержащем точки оси ох2 (см. [72]).

Пример 5.5. Задача с косой производной для эллиптиче-

эллиптического уравнения второго порядка приводит после сведения на

границу к неразрешимому псевдодифференциальному уравне-
уравнению, если имеются «отталкивающие» подмногообразия раз-
размерности п—2. Например, для уравнения Лапласа в полупро-

полупространстве х„>0 задача с условием

5 гил. з— =/ ПрИ Х„-
дхг

1 ^дхп j r n

Э«ожет быть сведена к уравнению

где v — след функции и на границе, Л — оператор с символом

\\\. Если k — нечетное число и а>0, то ни в какой окрестности
точки, лежащей на многообразии хп=0, *i=0, не существует
решения и краевой задачи.

К настоящему времени теория разрешимости уравнений
главного типа довольно далеко продвинута. Приведем не-

несколько результатов.
Теорема 5.5 ([721). Если (*о, Z°NT*Q\0, ро(х°, |°)=0,

п

<??С*°. 1°)>°' гДе с\{Хг1)=1т^др'{*?%) др'? ?), то в каж-

каждой окрестности со точки х0 найдется такая функция /€Cg°(<o),
что уравнение Ри=/ не имеет решений из 2D' (со).

Теорема 5.6 ([50]). Пусть Р — оператор главного типа,

удовлетворяющий условию
(&) На каждой бихарактеристике функции Rep0, вдоль

которой Repo^O, функция Im p0 не меняет знака.
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Тогда для каждой точки *°е<2 найдется такая окрестность со, что
для любой функции f из Н'(а>) существует функция
u?H'+m~l(Q), удовлетворяющая уравнению Pu= f в Q. При этом;

Н«11«+т-1^С||/||„ где С не зависит от f.
Теорема 5.7 ([18]). Пусть Р — оператор главного типаг

удовлетворяющий следующим двум условиям:
(W) На каждой бихарактеристике функции Rep0, вдоль ко-

которой Re/?o=O, функция 1тр0 не меняет знака с — на + прет
движении в положительном направлении.

(В) Для каждой твчки (л:°, |°NГ*?2\О, где j?0(x°, |°) = 0,
существует такая функция, полученная из р0 и р0 с помощью»

операции взятия скобки Пуассона, т. е. {... {{/?0, р~0}, рх} ... р;},
где каждая из функций ри ...,p,j равна р0 или р~0, a j<k— 1»
что ее значение в точке (х°, |°) отлично от нуля.

Тогда для каждой точки дг°е?2 найдется такая окрестность © v

чтб для любой функции /б№(о)) существует функция
из Hs+m-°(Q), где б= А(А + 1)~1, удовлетворяющая уравнению
Ри==/ в ©. При этом

\\u\\s+m-6<C\\/\\s
и постоянная С не зависит от /.

Операторы Р, удовлетворяющие условиям (W) и (В), назы-

называются субэллиптическими. Например, такие операторы возни-

возникают при изучении задачи с косой производной для эллиптиче-

эллиптического уравнения второго порядка, если порядок касания поля,
заданного на границе области, с этой границей, не превыша-
превышает k.

§ 6. Смешанная задача для гиперболических уравнений

6.1. Постановка задачи. При изучении колебаний ограни-
ограниченных тел необходимо принимать во внимание их взаимо-

взаимосвязь с внешней средой. Эта связь учитывается обычно с по-

помощью краевых условий, накладываемых на границе тела.
В [21 п.п. 4.13, 4.14 гл. 2] говорилось о результатах класси-

классической теории для гиперболического уравнения второго поряд-
порядка, изучавшей краевые условия одного из трех указанных там.

видов. Даже для сходной по внешнему виду смешанной задачи
да

с краевым условием л~а=ё на границе, где а—гладкое век-

векторное поле, не совпадающее тождественно с полем конорма-
лей, классическая теория не дает никаких рецептов ее реше-
решения. Основные результаты в общей теории краевых задач для

гиперболических уравнений были получены в семидесятых го-

годах. Эти успехи существенно используют такие достижения об-

общей теории, как аппарат интегральных операторов Фурье и тео-

теорию распространения особенностей.
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5.4. Разрешимость операторов главного типа с комплексно-

значным главным символом. Если псевдодифференциальный
оператор Р(х, D) главного типа имеет комплекснозначный сим-

символ po
= a-\-ib, то уравнение Pu = f, где /еС°°(й), может быть

решено, вообще говоря, только в том случае, когда / принадле-
принадлежит подпространству бесконечной коразмерности.
Пример 5.3. Исторически первым был пример Леей урав-

уравнения

где /€C°°(R3), которое не имеет решений ни в каком открытом
множестве cocrR3 (см. [72]).
Пример 5.4. Еще более простым является уравнение

Существует множество второй категории в C°°(R2) функций /,
для которых это уравнение неразрешимо ни в каком открытом
множестве на плоскости, содержащем точки оси ох2 (см. [72]).

Пример 5.5. Задача с косой производной для эллиптиче-

эллиптического уравнения второго порядка приводит после сведения на

границу к неразрешимому псевдодифференциальному уравне-
уравнению, если имеются «отталкивающие» подмногообразия раз-
размерности п—2. Например, для уравнения Лапласа в полупро-

полупространстве хп>0 задача с условием

?+«i?.-/ ПРИ *«-°

может быть сведена к уравнению

дхх

где v — след функции и на границе, Л
—

оператор с символом

\\\. Если k — нечетное число и о>0, то ни в какой окрестности
точки, лежащей на многообразии х„=0, *i=0, не существует

решения и краевой задачи.

К настоящему времени теория разрешимости уравнений
главного типа довольно далеко продвинута. Приведем не-

несколько результатов.
Теорема 5.5 ([721). Если (*о, goN7"*Q\O, pQ(x°, ?°)=0,

где g
дой окрестности со точки х0 найдется такая функция /€С~(<о),
что уравнение Ри=/ не имеет решений из SD' (со).

Теорема 5.6 ([50]). Пусть Р — оператор главного типа,

удовлетворяющий условию
(^) На каждой бихарактеристике функции Repa, вдоль

которой Re/?o=O, функция Imp0 не меняет знака.
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Тогда для каждой точки x°GQ найдется такая окрестность со, что
для любой функции / из Я* (со) существует функция
ueH'+m~1(Q), удовлетворяющая уравнению Pu=f в Q. При этом;

IMI.+m-i^CII/H,, где С не зависит от f.
Теорема 5.7 ([18]). Пусть Р — оператор главного типаг

удовлетворяющий следующим двум условиям:
(W) На каждой бихарактеристике функции Rep0, вдоль ко-

которой Re/?о=О, функция Imp» не меняет знака с — на + при"
движении в положительном направлении.

(В) Для каждой твчки (х°, |о)бГ*?2\О, где _р0 (*<>, go) = 0,
существует такая функция, полученная из р0 и р0 с помощью»

операции взятия скобки Пуассона, т. е. {... {{р0, Ро}. Рх) • • • Pj}»
где каждая из функций рх, ...,p;J равна р0 или р~0, a J<Ck — 1*
что ее значение в точке (х°, |°) отлично от нуля.

Тогда для каждой точки х°6& найдется такая окрестность © „

чтб для любой функции /g/Z* (о) существует функция
из Hs+m-6(Q), где 6=А(А + 1)~', удовлетворяющая уравнению
Ри—f в ©. При этом

и постоянная С не зависит от f.
Операторы Р, удовлетворяющие условиям (W) и (В), назы-

называются субэллиптическими. Например, такие операторы возни-

возникают при изучении задачи с косой производной для эллиптиче-
эллиптического уравнения второго порядка, если порядок касания поля,
заданного на границе области, с этой границей, не превыша-
превышает k.

§ 6. Смешанная задача для гиперболических уравнений

6.1. Постановка задачи. При изучении колебаний ограни-
ограниченных тел необходимо принимать во внимание их взаимо-

взаимосвязь с внешней средой. Эта связь учитывается обычно с по-

помощью краевых условий, накладываемых на границе тела.

В [21 п.п. 4.13, 4.14 гл. 2] говорилось о результатах класси-

классической теории для гиперболического уравнения второго поряд-
порядка, изучавшей краевые условия одного из трех указанных там

видов. Даже для сходной по внешнему виду смешанной задачи
ди

с краевым условием sa=S на границе, где а — гладкое век-

векторное поле, не совпадающее тождественно с полем конорма-

лей, классическая теория не дает никаких рецептов ее реше-
решения. Основные результаты в общей теории краевых задач для

гиперболических уравнений были получены в семидесятых го-

годах. Эти успехи существенно используют такие достижения об-

общей теории, как аппарат интегральных операторов Фурье и тео-

теорию распространения особенностей.
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6.2. Условие Херша—Крейсса. Рассмотрим систему уравне-
уравнений первого порядка гиперболического типа с постоянными ко-

коэффициентами в четверти пространства:

да
дх

с условиями

и=0 при /=0,

Mu=g при х=;0,

где и= (иь ..., uN), A, Bj — матрицы порядка NxN, M — по-

постоянная матрица порядка kxN. Предположим, что собствен-
собственные значения матрицы А вещественны и различны, причем
плоскость х=0 не является характеристической, т. е. собствен-
собственные значения матрицы А не равны 0.

После преобразования Фурье по переменным у получим
краевую задачу в четверти плоскости переменных (i, х):

при = 0, х~>0,

Mv=g при х— 0, t>0.

Замена v = Tw, где Т — матрица, столбцами которой являются
собственные векторы матрицы Л, приводит дифференциальную
часть рассматриваемой системы к диагональному виду, так что

вся система приобретает вид

2

где К, — собственные значения матрицы А.

Перенумеруем координаты (w\,..., ш^) так, чтобы пер-
первые ц собственных значений Яь ...,ЯЙ были >0, а остальные

<0. Полученная система эквивалентна системе интегральных
уравнений

N

, л;>0,

где lj — отрезок прямой x—Xjt+c, проходящей через точку
(t,x), ограниченный этой точкой и точкой пересечения Pj с

плоскостью *=0 или с плоскостью t=0, а о»# — значение Wj
в этой точке Pj (см. [J1, п. 4.7 гл. 2]). Если wj0 известны, то

зта система легко решается (например, методом последователь-
последовательных приближений).
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Поскольку х>0, с плоскостью jc=O могут пересечься только

прямые, соответствующие значениям /=l,...,ji. Поэтому рас-
рассматриваемая краевая задача поставлена корректно, если вы-

выполнены следующие два условия:
1°. ii = k;
2° первые k столбцов матрицы МТ линейно независимы.

Эти условия можно выразить также в следующей эквива-

эквивалентной форме. Пусть Е — пространство, натянутое на собст-
собственные векторы матрицы А, соответствующие положительным
собственным значениям. Пусть К — пространство, натянутое на

строки матрицы М. Тогда ортогональная проекция К на Е име-

имеет размерность k и Lf]E={0}, где L — ортогональное дополне-
дополнение к К в R-^.

Указанные условия были найдены Хершем ([71]). Ранее

при некоторых дополнительных предположениях такие условия

использовались в работе Балабана [49]. В работе Крейса [82]
был сформулирован аналогичный результат для систем урав-
уравнений с переменными коэффициентами с указанием, что дока-
доказательство может быть перенесено на этот случай. Полные до-
доказательства были опубликованы в работах М. С. Аграновича
[3] и Рауха [93]. Приведем соответствующий результат.

Рассмотрим систему уравнений

t, х) -§%-.
/—1

F.1)

где Q— область в R" с гладкой границей Г.

Пусть краевые условия имеют вид

M(t, x)a=g в [О, 7 ХГ, F.2)
и= А в Q при t'=0. F.3)

Здесь М($, х) — гладкая матрица порядка kxN, причем

ранг М равен k, где k — число положительных собственных

значений матрицы /' v==(vi' • •
•» vn) — вектор нормали к Г.

Предполагается, что L—строго гиперболический оператор, так
п

что собственные значения матрицы ^ 1у^/ веществены и раз-

личны при любых вещественных |6R"\0.
Кроме того, предполагается, что граница Г не имеет харак-

п

теристических точек, т. е. матрица 2^/^У невырождена всюду

на Г.

Фиксируем точку л°бГ. В окрестности этой точки можно

гладким преобразованием перевести Г в часть плоскости *п=0,
так что образ Q будет лежать при *„>0. Сделав это преобра-
преобразование, фиксируем значения аргументов у оператора L и мат-
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рицы М, положив t = to>Q, х=х°, и положим 5= 0. Получим
краевую задачу в четверти пространства />0, лг„>0.

Теорема 6.1. Задача F.1)—F.3) имеет решение

ы€СЧ[0, T]XQ) для любых feCl([Q, T]xQ), gGCl([0, Г]хГ),
ЛбС1 (Й) тогда и только тогда, когда для любых (/0, *°) опи-

описанная краевая задача с постоянными коэффициентами в чет-

четверти пространства удовлетворяет условиям 1°—2°. При этом

где нормы берутся в пространствах L2 по соответствующим
множествам: для и и /— по QX[0, Г], для g— по ГХ[О, Т]
и для h — по Q.

Замечание 6.1. Если / = 0, g=0 и h?L2, то существует
единственное решение u(t, x) задачи F.1)— F.3), которое при
каждом ?>0 также принадлежит L2.

6.3. Условия Сакамото. Пусть P(Dt, Dx, Dv)—однородный
гиперболический оператор порядка пг с постоянными коэффици-
коэффициентами. Рассмотрим краевую задачу:

Ри=0 при *>0, х>0, J/6R",
u=0 при ^0,х >0;

BjU=gj при t>0, х= 0, /=1,..., k,

где Bj = Bj(Dt, Dx, Dy)—однородные дифференциальные опера-

операторы порядка rrij.
Как и в случае систем, преобразованием Фурье по перемен-

переменным у можно свести задачу к краевой задаче на плоскости пе-

переменных (t,х). Корни ki,...,Xm характеристического урав-
уравнения

вещественны при вещественных (g, т\)Ф0, в силу гиперболич-
гиперболичности. Предположим, что плоскость х=0 является нехаракте-

нехарактеристической относительно Р, и рассмотрим характеристическое
уравнение как уравнение относительно | при 1тЯ<0. По усло-
условию, это уравнение не может иметь вещественных корней. Пусть
!i> • • •

> Ёи—те корни этого уравнения, у которых Im ?j>0 и

Im|,<0 для J-|i+l,..., m. Пусть Л+F)= П F—%))¦

Снова применяя технику, описанную в [!21, п. 1.7 гл. 2],
находим, что для корректности поставленной смешанной задачи

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись два условия:
1°. ц=?;
2°. полиномы Ё^ВНт, !• ч)» /—1> • • •

>
^ линейно независимы

по модулю А+(%) при (х,1\)ф0, 1т^0
Пусть

*—1
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i—o

— остаток от деления 5,- как многочлена от | на Л+(|) при
j=l,...,k. Матрица \\Вя(г, tj) || размеров kxk называется

матрицей Лопатинского. Ее определитель /?(т, х\) называется

определителем Лопатинского, отвечающим системе (А+ В- /=
= 1,2 k).

+> "

В работах Сакамото показано, что условия 1°, 2°, называе-
называемые также равномерным условием Лопатинского, необходимы и

достаточны для корректности (в смысле, уточняемом ниже в
теореме 6.2) краевой задачи

P(t,x,y,Dt,Dx,Dy)u=f при *>0, х>0,

ы=0 при t^O, x>0,

Bj(t, у, Dt, Dx, Dy)u=gh j=\,...,k при x=0, t>0.

Предполагается, что условия 1°, 2° выполнены для каждой,
краевой задачи, получаемой из данной отбрасыванием младших
членов операторов Р и Bj и фиксированием значений коэффи-
коэффициентов в каждой точке (t, 0, х/) при tZ^O.

При изучении данной краевой задачи удобно использовать
п+2

функциональные пространства #P,T(R+ ') с нормой, определя-
определяемой равенством

II ° I&.V=2 j I e-^D{DlxDlv (t, x, у) f dtdxdy.
'-h/-K+|a|-v

- "

с нормой, определяемойВведем еще пространстю

равенством

OO

j dt J | e-Vy'DlDjv (t, у) р dy.
i 0 pi

Теорема 6.2 ([96]). Если выполнено равномерное условие
Лопатинского, то существуют такие положительные числа с и уа,

что для uQHm,y (R+* )при 7>7о выполнено неравенстю

Y||«!IL-]>v+2 (D{uJm-1-J,y<
j-0

Если y>Yo> то для любых функций /бЯо.у (R++2)»
gfiHrn-i-m/.y (R++2) существует одно и только одно решение

краевой задачи из класса Нт-\,у (R++2).
Отметим, что и в этом случае справедливо утверждение, ана-

аналогичное замечание 6.1. В работе М. С. Аграновича [3] было

показано, что рассмотренная выше краевая задача для уравне-
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ния высокого порядка может быть сведена к эквивалентной за-

задаче вида F.1)— F.3), так что в действительности условия Са-
камото эквивалентны условиям Крейса.

6.4. Отражение особенностей на границе. Новый этап в тео-

теории смешанной задачи для гиперболических уравнений связан

с привлечением техники интегральных операторов Фурье и изу-
изучением особенностей решения. Внутри области особенности

решения распространяются по бихарактеристикам (см. теоремы
3.8, 3.10). В тот момент, когда бихарактеристика встречается с

границей области, происходит отражение по законам геометри-
геометрической оптики, и если бихарактеристика трансверсальна к гра-
границе, то после отражения особенность решения распространяет-
распространяется внутри области по отраженной бихарактеристике.

Впервые этот факт был отмечен в работе А. Я. Повзнера и

И; В. Сухаревского [38], где рассматривалось уравнение

дги
_

дги д*и

dt* ~~дхг '
ду*

с условиями и=0 на dQ, и=0, -?-—д(х — х0, у— у0) при ^ = 0;

(*о, #о)бй. Предполагалось, что область Q выпукла. В этом

случае лучи, т. е. проекции нулевых бихарактеристик на (t, х,

у)-пространство — это прямые, направленные под углом 45° к

оси t. Лучи, проходящие через точку @, х0, г/о), образуют конус.
Каждая образующая этого конуса, встречаясь с [0, T]XdQ, пе-

переходит в луч, симметричный первоначальному лучу относитель-

относительно нормали к [0, T]xdQ и лежащей в плоскости, порожденной
этой нормалью и исходным лучом. Если Г= оо, то процесс

отражения каждого луча повторяется бесконечное число раз,

поскольку условие выпуклости гарантирует, что каждый такой

луч всегда трансверсален к границе. Вне множества точек

(t, х, у), лежащих на указанных лучах, решение и является

бесконечно дифференцируемой функцией.
Этот результат был обобщен в работе Лакса и Ниренберга

(см. [89]). Пусть Р — дифференциальный оператор порядка т
с вещественным главным символом р, имеющим простые ха-

характеристические корни. Пусть Q — область в R" с гладкой
границей S, которая локально определяется уравнением у(х) =
=0 и ф>0 в Й. Предполагается, что нормаль к S не имеет

характеристического-направления, т. е. р(х, gradq>(;e)) =5^=0.
Пусть x°?S и р(х°, |°)=0, |°^=0. Рассмотрим уравнение

Р(А g°+Tgradq>(JCb))=O.
Допустим, что это уравнение имеет k вещественных корней
ть..., %h (один из которых, по условию, равен нулю) и эти

корни простые, т. е.

Обозначим через Гу, / = 1, ..., k, лежащую в Q часть бихарак,
теристики р, проходящей через точку (х°, |° -{- хj gradФ (л:0)),
т. е. интегральной кривой системы уравнений

), Us)) ) dp(x(s),

с начальными условиями х@)—х°, ?,(O) = l&-\-XjgTauq>(x°). Эти

кривые не касаются поверхности S, так. как

Отображение вложения i: S-+-R" индуцирует отображение
i* : T* (R")->-7!*5, при котором все точки вида (х°, | +
+Л'gradф(л:0)) при x°GS переходят в i*(x°, |).

Кривые Гь ...,Т», построенные выше, называются отражен-
отраженным семейством полубихарактеристик, соответствующим точке

** (а:0, |°) 67*S.

Теорема 6.3 ([89]). Пусть Гц ...,ГЛ, не имеет точек

{dfu
[dvJ ф=о,

из WF(a), где O<ko<k, и {х», где 0</<

•нормаль к S. Тогда rlt ..., ГА не содержат

точек из WF (и) и (х°, |°)€WF f-^4 ) для любого у>0.
\ dvJ ф=о/

Примеры. 1. Если k= m, &о=0, получаем теорему о рас-
распространении особенностей для решения задачи Коши для ги-

гиперболического уравнения.
2. Если &=0, получаем теорему о гладкости решения зада-

задачи Дирихле для эллиптического уравнения.
3. Если k = m>ko>O, получаем теорему о гладкости реше-

решения краевой задачи для гиперболического уравнения.
6.5. Пример Фридлендера. Изучение краевых задач, в кото-

которых допускается касание лучей с границей, начинается с при-

примера, рассмотренного Фридлендером [65].
Рассмотрим краевую задачу

=0 при /

и=/(у) при л:=0; и=0 при уп<0,

причем /e<g"(R"), supp f<={y, j/*>0}.
Нетрудно проверить, что уп возрастает с ростом х вдоль би-

бихарактеристик, касающихся границы х=0, или имеющих в точ-

точках границы гиперболическое направление E, T|i,..., г\п), т. е.

такое, что Лп2>|'П1|2- Оказывается, что особенности решения в

этом случае сосредоточены на этих бихарактеристик, проходя-
проходящих через точки из WF(/).
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Очевидно, что бихарактеристики определяются уравнениями

х= — 2?, у,= —2i\j, / = 1,...,я—1; у„ =

|= —ц1, Лу
= °. У = 1,...,«.

Интегрируя эти уравнения, получаем

6л; ау, А;—const.

Преобразование Фурье w(x, tj) функции а по у преобразует
уравнение к виду

dx*

Если положить z = т)я
3

[r\\ +... -f- ifn^— A + x) ц%], получим

уравнение
d*v

которое называется уравнением Эйри и решениями которого-
являются функции вида

а также Ai(ze±iail3). Функция AiB) ограничена для веществен-
вещественных положительных z, Ai @)= 1.

Изучение краевой задачи сводится, таким образом, к реше-
решению уравнения Эйри с граничным условием

(?@, 2,

, у, г, §) Ai (С (х, у, ?)) + Ь (х, у, г, %) АИ (g (x, у,' ?))

У = /(Л) при 2=т1я й

и обратному преобразованию Фурье. Можно показать, что ре-
решение и рассматриваемой краевой задачи представляется в виде

х

где S — невырожденная фазовая функция, однородная степени

1 по |, ? — невырожденная фазовая функция, однородная сте-

степени 2/3 по |, а — гладкая функция, причем j(s)=0 при s^
^5sSo>O, аи b — стандартные символы.

Можно показать, что и более общая задача следующего ви-

вида сводится к вычислению интегралов того же типа.

Пусть Q — выпуклая ограниченная область в R" с гладкой
границей Г, у которой кривизна положительна в каждой точке.

Рассмотрим краевую задачу
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-|^-==А« при t>0,

Bu=f при ; я=0 при

Здесь Bu=ti или Ви—? Д/-г-г.+ bit.? -г-г.

В.работах Мелроуза построено исчисление интегральных
операторов Фурье—Эйри указанного вида [87].6.6. Применение канонических преобразований. В дальней-
дальнейшем Мелроузу удалось упростить рассмотрение указанногокласса «внешних» задач с помощью следующего результата,
который был предложен ранее Сато в качестве гипотезы.

Пусть X — симплектическое многообразие, F и G — две ги-
гиперповерхности в X, определяемые уравнениями /=0 и g=0, и
пусть p?Ff)G. Поверхность F и G называются скользящими в
точке р, если

A) dfpH dgp линейно независимы;
B) {f,g}(p)=O;
C) {{/, g), f) (р)ФО, {{/, g}, g) (р) ФО.
Гипотеза Сато. Если F и G — скользящие поверхностив точке р?Х, F' и G' — скользящие поверхности в точке р'ЪХ' и

dimZ=dimZ/, то существует росток симплектического диффео-диффеоморфизма
Ф : (X, р)-+(Х', р'),

при котором пара (F, G) переходит в (/•"', G').В работе Ошимы [90] было показано, что гипотеза невернадля вещественно аналитических поверхностей, если искать
аналитическое отображение Ф. Мелроуз доказал, что она спра-справедлива в случае бесконечно гладких поверхностей.

Теорема 6.4 ([86]). Каждая пара скользящих поверхно-поверхностей приводится симплектическим преобразованием к виду
/= .*i, g*- ?f—Xi— %„,

а если рассматривать только однородные по | преобразования,то к виду

Пусть 2—выпуклая область в R", g(x, D)—гиперболический
оператор второго порядка в R" с символом g(x, |). Предполо-Предположим, что бихарактеристика, проходящая через точку (х, |), гдеJC6Q, является скользящей, т. е. на ней имеется точка, в ко-

торой поле ^ -ту- (х, g) т— касается Г. Если Г определено

уравнением /(х)=0, то в этой точке {/, g}(x, %)—0. Приме-Применяя теорему Мелроуза, можно локально «распределить» границу,т. е. привести ее к виду JCi= O, так что главная часть опера-
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тора в конической окрестности точки (х, |) будет иметь вид

g(x, D)=D\—xlD2n-\—DnDn_l. Полученная краевая задача

решается с помощью интегральных операторов Фурье— Эйри.
6.7. Классификация граничных точек [76]. Остановимся на

классификации граничных точек с точки зрения краевых за-

задач для гиперболического уравнения второго порядка.
Пусть Р — дифференциальный оператор второго порядка с

главным символом р в области Q с гладкой границей дп.

Функция р постоянна вдоль интегральных кривых гамильтоно-

ва векторного поля Нр в T*Q. Назовем нулевыми бихарактери-
бихарактеристиками те интегральные кривые поля Нр, вдоль которых р=0.
Пусть i: дп-^Q — вложение и i* : T*Q\aa-*-T* (dQ) — индуциро-
индуцированное сюръективное отображение. Точки в T*(dQ)\0 класси-

классифицируются в терминах поведения бихарактеристик, проходя-
проходящих через точку из T*Q\aa, которые проектируются на них при

отображении i*.

Пусть вначале z?T*(dQ)\0 и поле Нр трансверсально к

аГ*Й=Г*й|9о на i*-l(z)f]p-l(O). Если рфО на i*'l{z), то г на-

называется эллиптической граничной точкой для Р. Если множе-

множество i*-l(z)f~\p-l(O) состоит из двух различных точек, то z

называется гиперболической граничной точкой отражения. Не-

Нетрудно видеть, что в этом случае в одной из указанных характе-

характеристических точек поле Нр направлено внутрь Q, а в другой —

наружу.
Для эллиптических точек микролокальный параметрикс

можно построить, используя теорию эллиптических краевых

задач, для гиперболических точек достаточна локальная теория

интегральных операторов Фурье.
Множества эллиптических и гиперболических точек открыты.

Обозначим через G — дополнение к их объединению — это мно-

множество точек касания, замкнутое, коническое множество.

Если z6<3, то »* B)Пр~1(О)состоит из одной точки, и если

u67**Q| 0„\О и p(v)=0, то i*veG в том и только в том случае,
когда v(#p)=0 в точке ог где v67yG**Q) —конормаль к гра-
границе дТ*п. ¦

Пусть v — такое гладкое сечение в T*(T*Q), что v| от* а
—

ковектор, направленный по нормали к dT*Q внутрь Q в окрест-
окрестности точки v. Ясно, что v (Яр) =0 в точке v и, значит,

Hp(v(Hp)) в точке v не зависит от выбора сечения v. Если

Нр(\(Нр))>0, то точка и называется точкой дифракции; если

#p(v(#j,))<0 точкой скольжения; если Нр\(НР))=О, то точка

v называется точкой касания высшего порядка.
Точка zG(? называется невырожденной, если производная

сужения функции р иа слой Г*й, содержащий i*~'(z), отлична

от нуля в точке и. В окрестности невырожденной точки в

T*(dQ)\O имеется коиическая гиперповерхность, состоящая из

точек дифракции или точек скольжения. Отметим, что если

v?dT*Q\O, p(w) =0 и v{HP) (v)=0, то точка i*v является точкой
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дифракции в том и только в том случае, когда бихарактерис-
бихарактеристика в T*Q касается dT*Q в точке v и это касание имеет пер-
первый порядок. Эта точка невырождена, если проекция указанной
бихарактеристики на Q не имеет особенности в точке nv (здесь-
л : T*Q-+Q — каноническая проекция) и касается там грани-
границы dQ.

6.8. Пример Тейлора. Следующий пример, принадлежащий.
Тейлору [103], показывает, что особенности решения сме-
смешанной задачи могут распространяться по границе, ие уходя
внутрь области.

Пусть Q — строго выпуклая ограниченная область в Rn с
гладкой границей Г и и — решение волнового уравнения в
RX2

д*а .

причем «=0 на RXF. Покажем, что существует такое реше-
решение, гладкое в RXQ, но не являющееся гладким в RXQ.

Пусть робГ, PjGQ, pj-^po при J-*-ao. Пусть у,—лучи, про-
проходящие при t=0 через pj в направлении некоторой касатель-
касательной к Г в точке ро и продолженные после пересечения R X Г
по правилам геометрической оптики. Пусть 2/ —такая последо-
последовательность областей, что 2;CQ/41C2 для всех у, UQ/—Q «

луч \j(t) лежит в Q\Qj при |*|<1.
Пусть теперь ф/б^.сошр (Q), причем WF(<py) состоит из одной

бихарактеристики, лежащей над лучом у), так что

Ф/6С°° (Q\{y,}) и Фуб//1 (Q).. Пусть Vj—решение задачи

|^=До7 BRXQ, о;=0 на Rxr,

w/ = cPj' т/= 0 ПРИ ^ = 0

Это решение имеет особенность только на луче yf внутри О,
в силу приведенной выше теоремы Лакса—Ниренберга.

Пусть supp фjCzVj, где VjGQ, V}— малая окрестность точки

рг Положим Uj = Cj jp;(я)»,(*—*, x)dx, где P;6C"(R)—функ-
функция с малым носителем, a Cj

— такие постоянные, что

J 1 VUj @, х) \Ых> 101 (l +^ J I V«* @, х) \Чх\
Vj V k<j a I
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Пусть, наконец, и=2а/- Тогда «eC°°(RxQ). а —решение вол-

волнового уравнения, «=0 на RXTj Но «(О, jc)€.№(Q) и поэтому

и не может принадлежать C°°(RX?2). Таким образом, построен-
построенное решение имеет особенности только в точках из RXF.

6.9. Задача с косой производной. Поскольку гиперболическим
уравнениям будет посвящена отдельная статья, мы не приво-

приводим здесь исчерпывающего обзора результатов, полученных в

последнее время, а ограничимся рассмотрением следующего ти-

типичного примера, для изучения которого понадобился мощный

арсенал современных средств теории дифференциальных урав-
уравнений.

Пусть А (х, D) — гиперболический оператор второго порядка
в Rn+1, х= (хо, Х\,..., .cn)€Rn+1> переменная Хо играет роль вре-
времени. Пусть G — область в Rn с гладкой компактной границей
dG, Q= RxG, r=RXdfl. Рассмотрим задачу

A(x,D)u=0 bQ,
ы.=0 при jco^O, xGQ,

B(x,D)u=h(x) для хвТ,

где В— дифференциальный оператор первого порядка.
В том случае, когда G — неограниченная область, предполо-

предположим, что коэффициенты А не зависят от х при больших |лс|.
Предположим также, что коэффициенты операторов А и В —

гладкие функции и граница Г не имеет характеристических
точек для оператора А. Введем в окрестности Г такие коорди-
координаты {х/, хп), что xf — координата на Г, а х„

— расстояние до Г.

Пусть (|', |п) — двойственные координаты в T*Q, так что

5'ег*г и gn6R.
Главный символ оператора А (х, D) в этой системе коорди-

координат имеет вид А0(х, §)== (%п—к(х, g')) —Н-(*>1') с точностью до

множителя k(x), отличного от нуля всюду на Г. В соответствии
с п. 6.7, положим

ЛГ0={(х', I'W (Г)\0, и (х', О, 50-0},

%Т* (Г)\0, (х (х', 0, 50 > Q},
', ?)вТ* (Г)\0, и (х', 0, 50 < 0}.

Положим Ь (х1, $О=Яо(*', 0, С, Цх\ О, С') —Vi*(jc', О, СО).
Во (хг, хп, |', |л)—главный символ оператора В(х, D), ?' =

^_|i2_i«" in-i)' ООи значения "|/"(Г выбраны так, что

'»O, П>0 при (х1, |067-*(Г)\0, t>0.

Доказано, что для корректности краевой задачи необходимо,
чтобы

(I) Ь{хГ,1')Ф0 для всех (xf, Г)еГ*(Г)\О, т>0
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(см. [79])- Далее, можно показать, что решение краевой зада-
задачи микролокально на N+[)N- можно свести к решению псевдо-
псевдодифференциального уравнения

b(x', Dr)tib = h, где щ= и\т.
Отметим, что функция Ь(х', 50 непрерывна иа T*T\OJh глад-
гладкая вне -Л/о. Предположим, что выполнены условия:

(II) **%** ?=0, если й?, D-0, (x,

^.о.ё^^.о.Г))^^ если

Наконец, предположим, что

(IV) {Б„—М*', ¦««. 10. l*

H(Ar', О, Ю= 0; или

(IVa) {|я - X {х', х„ 50. I* (•*'> -««' I')} < 0 npnfr j:n=0, если

', О, Ю 0

Г)}>0 при ^„=0, если

Теорема 6.5. Если выполнены условия A) —(IV), ,то для

каждой функции^А |из Н*'Х{Г), равной нулю|при|-л0 < 0,f суще-
существует единственное|решение kt?Hs'x(Q), если t>0 [достаточно
велико.

Здесь HS'Z(Q) — пространство с нормой ||a||JiT= ||e-Jf»''c«||,.
Пример 6.1. Условия теоремы выполнены для волнового

уравнения

где G — внешность компактной строго выпуклойЦобласти, с крае-
краевыми условиями:

да

к—О

и=0 при хо<О,
если

1) вектор (ао,...,ап) не касается границы Г ни в одной
точке;

л

2) по {х') <2 ak (xf) vft (х'), где (v,, ..., vj— единичная нор-

нормаль к Г, направленная внутрь G.

Краевая задача при условии (IVa) вместо (IV) оказывается

гораздо более трудной для изучения. Из условия (III) следует,

что в окрестности каждой точки (х, |), принадлежащей No и

такой, что Ь(х, |) = 0, имеет место равенство

', co=*iC*'. с у v- с*', о, so) (V i* с*', о, ;со+л,;:^. со).

где
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Предположим^ что для каждой точки (х, |N(Г* (Г)\0)ПЛ^())
такой что Ь(х, ?) = 0, существует окрестность Uoc:N0, в кото-

которой

(V)-Re^(x', r)<C0(Im^(^', E'PIET1 Для (х', \%UQ.
Теорема 6.6. Пусть выполнены условия (I)—(III), (IVa), (V).

Тогда для каждой функции h?Hs-x (Г), равной нулю при хо<О,

существует единственное решение u.6Hs'x(Q) краевой задачи.
В том случае, когда функция Ai вещественнозначна, условие

(V) означает, что ki(x', |')>0 на NQ.
Теорема 6.7. Пусть функция Ai вещественнозначна и

существует такая точка (х, QeN0, что Ai(x,|)==0 и в этой
точке выполнено условие (V). Предположим, что найдется после-

последовательность точек (x(k\ Zik))eN0, сходящаяся к (х, 1) и такая,
что А,!(лг(*>, !<*>)<0. Пусть, наконец,

', I'), ц(х', 0, |')}= 0, если (xf, Ъ')= 1).
Тогда краевая задача поставлена некорректно. Точнее, найдется
такая функция A6CS°(T), что А=0 при хо<О и не существует
распределения и?2)' (Q), удовлетворяющего уравнению Ла= 0
и краевым условиям^ при — <х> <х0<х0+ е для сколь угодно
малого е>0. Здесь Хо—координата точки х.

Приведенные теоремы 6.5 — 6.7 принадлежат Г. И. Эскину [64].
Примеры. 1. Пусть А — волновой оператор и

функция а вещественнозначна, v — направление нормали.
Во внешности выпуклой области единственное условие, необ-

необходимое и достаточное для корректности, имеет вид

а(хо)>—1.
Если .же область выпукла и задача решается внутри ее, то»

например, для а=(х0— -*оK задача поставлена некорректно.
Вообще, это верно в каждом случае, когда существует после-
последовательность точек х<*>, сходящаяся к х0 и такая, что

а (.*<*>)< О, причем а(хо) = О, а'(хо) = О.

2. Пусть Л — волновой оператор, ге= 2,
д

где -^ —производная вдоль граничной кривой.
Во внешности выпуклой области краевая задача всегда кор-

корректно поставлена. Внутренняя же краевая задач корректно
поставлена в том и только в том случае, когда все нули функ-
функции Ъ — простые.
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§ 7. Метод стационарной фазы
л'

и коротковолновые асимптотики

Метод стационарной фазы является одним из простейших
методов нахождения асимптотики интегралов, однако уже он

приводит к важным результатам в теории гиперболических
уравнений и в различных асимптотических задачах для эллип-

эллиптических уравнений. С ним тесно связан классический метод,

ВКБ, названный в честь физиков Вентцеля, Крамерса и Брил-
люэна, которые впервые применили этот метод к задачам кван-

квантовой, механики. Развитие метода ВКБ приводит к нетривиаль-
нетривиальным аналитическим и геометрическим конструкциям; среди них

одной из важнейших является канонический оператор Маслова,,

позволяющий решить широкий класс асимптотических задач.

7.1. Метод стационарной фазы ([12], [40], [41], [69], [76]).
Метод стационарной фазы — это метод нахождения асимптоти-

асимптотики интегралов вида

I(a, k) = Sef»<**g(x, a, X)dx, G.1)
где А-^+оо, x&Rn, aeR*, a — параметр, / и g— гладкие функ-
функции. Основная идея этого метода состоит в том, что если фаза f
вещественнозначна, то экспонента ett/M быстро осциллирует в=

точках х, в которых fx' (x, a)=df{x, а)[дхфО. Вклад окрест-
окрестностей таких точек в интеграл мал ввиду интерференции. По-
Поэтому главный вклад дают точки стационарной фазы, т. е. кри-
критические (по *) точки фазы / — такие точки х, что fx' (x, а) =0.

Сформулируем точные утверждения. Будем считать, что

параметр а пробегает компакт AczRF, а амплитуда g имеет по

х компактный носитель равномерно по абЛ, т. е. существует
такой компакт JCcrR", что g(x, а, А) =0 при х$К, а?А, А^1.
Далее, будем для простоты считать, что /6C°°(RnxR1>),.
g(-, -, A,NC°°(RnX V) при каждом фиксированном А (здесь V—

фиксированная окрестность компакта Л в Rp). Предположим,
что

| dUg (х, а, К) | < c«Am+6|a|, хеК, авА, А> 1, G.2>

где a—произвольный мультииндекс, б<1 фиксировано. Положим

S/={x:x6/C, dxf (x, а) = 0 для некоторого абЛ}.
Множество Sy, и должно играть главную роль в асимптотике

интеграла G.1). Легко видеть, например, что если существует
такая окрестность U множества 2Я что g(x, а, А) = 0 при x?U,

аеА, К>\ или, более общо, если g(х, а, К) = О (Х~и) при
А,-> + оо для любого фиксированного N равномерно по (х, аN
еС/ХА, то I {a, \)=0{yN) при А-> + о° также для любого

фиксированного .Л/ равномерно по а^А. Для доказательства

нужно провести интегрирование по частям, сделав разбиение
единицы и пользуясь при x?U тождеством вида LN (eaf) =-*)>."eaf'»
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где

А именно, считая, что g-(x, а, А,)=0 при лб?/.
мы получим

1,...,«.

, "k~>\

/ (а, I) = ЯГ" J в'У<лв> (</.)" g- (х, а, й.) dx,

где 'L — дифференциальный оператор по х (также первого по-

порядка), транспонированный к L. Отсюда сразу следует, что

1{а, К) =О(А,~"A~вж) равномерно по авА, что достаточно, т. к. N

можно выбрать сколь угодно большим.
Укажем теперь вклад тех точек стационарной фазы, кото-

которые являются невырожденными критическими точками, т. е. та-

таких точек х, что fx'(x, a) = 0, а матрица вторых производных
fxx"(x, а) невырождена в рассматриваемой точке. Фиксируем
такую точку х0 и соответствующее значение параметра а0. По

теореме о неявной функции, точка х0 является изолированной
точкой в множестве всех точек стационарной фазы (при дан-

данном ао), а если менять параметр а, то при а, близком к по, су-
существует такая гладкая вектор-функция х=х(а), что х(ао)=хо
и fx'\(x(a), а)==0, т. е. х(а) —гладко зависящая от параметра

критическая точка (такая вектор-функция х(а) единственна

локально по а). Ограничимся по а рассмотрением малой окрест-
окрестности данного значения а0. Делая разбиение единицы по х,

можно свести задачу к рассмотрению случая, когда амплитуда

g по х сосредоточена в малой окрестности точки Xq. Пользуясь
леммой Морса, в этой окрестности можно так выбрать локаль-

локальные координаты у=у(х, а), гладко зависящие от а, что у(х, а) =

v=x—х(а) +О(\х—х(а)\г) при х—я(а)--Ч) и в новых коорди-

координатах фаза / примет вид f(x, a)=f(x(a), a)+ у <Q(a)y, y>,

Q(a)—fxx/f(x(a), а). Это означает, что в новых координатах
критическая точка есть начало координат и с точностью до ад-

аддитивного слагаемого, не зависящего от у, /(*, а) приобретает
вид невырожденной квадратичной формы с матрицей Q (а) =

=^"(^@), а), равной матрице 2-го дифференциала функции f
в исходных координатах. Теперь после перехода к новым коор-

координатам получим

/ (а, Л)= вл«*<«).«> J е* <«(«)»•» >g-j (у, а, X) dy, G.3)

где ?i
— новая амплитуда, имеющая вид

g-i (У, а, X)=g (х (у,«), а, %) | det
Предположим теперь, что б<1/2 (отметим, что в наиболее важ-

важном частном случае, когда g(x, a, X)=g(x, а) не зависит от К,
мы имеем 6=0). Тогда справедлива

€4

Теорема 7.1. Асимптотика интеграла G.3) имеет вид

/ (а, К) ~ Bя)»/2 g'V<*<aba>a,-"/21 det Q (а) Г1/2ехр [^- sgn Q (а)} X

G.4)

где sgn Q (а) —сигнатура невырожденной симметрической матрицы
Q (а), равная сигнатуре соответствующей квадратичной формыг
т. е. разности между количеством положительных собственных
значений матрицы Q (а) (с учетом кратности) и количеством ее

отрицательных собственных значении (sgn Q (а) не зависит от а

при а, близких к Оо); ¦^==у ( Q^I"^-» ~а~ > —линейный диф-

дифференциальный оператор 2-го порядка по у.

Смысл асимптотического ряда G.4) состоит в том, что об-

обрывая разложение G.4) достаточно далеко, мы можем полу-
получить остаток вида О(Х~") (равномерно по а, близким к ао),где
N — произвольное число. Формулу G.4) можно получить, на-

например, разлагая амплитуду gi (у, а, К) по формуле Тейлора па

у в точке у
= 0, вычисляя возникающие в каждом члене модель-

модельные интегралы и оценивая остаток.

Укажем еще другой способ получения асимптотики интегра-

интеграла вида G.1), не требующий знания морсовских координат у..
По-прежнему считаем, что имеется единственная критическая
точка х(а), которая невырождена. Выделим квадратичную
часть функции / (х, а) в точке х (а):

/ (х, a)^f(x (a), a) -f ~ ( Q (а) (х—х (а)), х—х (а) > +г(х, а),

где Q(a)=fxx(x(a), а), а остаток г(х,а) определяется этой

формулой и г (х, а)= О (| х—х (а) |3) при х -> х (а).
Теорема 7.1'. Имеет место асимптотическое разложение

/ (а, Я) — Bя)и/2 еш(х(а),а)х- *| jet Q (а) j-1'2 ехр Г^- sgn Q (а)] X

X2 ТГ а'

Здесь R — тот же оператор, что и в G.4), и разложение име-

имеет аналогичный смысл. Оно может быть доказано сведением к

G.4), если принять geil4r за новую амплитуду, предварительно
проверив, что можно ограничиться рассмотрением малой окрест-
окрестности точки х(а) с помощью введения срезающей функции вида

4A*(х—х(а))), где 0<х<1/2, <peC0°°(Rn), <p=l в окрестности:
точки 0.

Приведем пример возникновения интегралов вида G.1)..

Пусть в R3 дана 2-мерная поверхность S, все точки которой,
являются источниками установившегося излучения фиксиро-
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ванной частоты k с плотностью a(y)dy, где dy — элемент пло-

площади на поверхности S. Если считать скорость распространения
волны равной 1, то простейшая синусоидальная уходящая
волна имеет вид г-1етг-'\ где г — расстояние до источника. Та-

Таким образом, при точечном источнике в каждой точке прост-

пространства возникает синусоидальное колебание с комплексной

амплитудой r~leikT, а все источники, расположенные на поверх-

поверхности, дают в точке *6R3 колебания с комплексной амплитудой

G.6)
С Лк\х-

Предельному переходу при &-*-+оо соответствует переход от

волновой оптики к геометрической оптике лучей, так что есте-

естественно попытаться найти асимптотику интеграла G.6) при k-*-

—>т+оо. Но этот интеграл имеет вид G.1) с точностью до обо-

обозначений (здесь k — параметр асимптотики, ранее обозначав-

обозначавшийся через Я; точка х в G.6) играет роль параметра, ранее
обозначавшегося а). Фаза <p(y, х) = \у—х\ имеет критические
точки в точности при тех у, где вектор х—у коллинеарен векто-

вектору единичной нормали щ, к поверхности S в точке у. При этом,

данному х может соответствовать несколько точек у (или даже

бесконечно много таких точек, которые могут образовать ли-

линию и т. п.). Легко однако указать необходимые и достаточные

условия на х, при которых все соответствующие критические
точки у невырождены: х не должна быть фокальной точкой по-

поверхности S. Это означает, что х не является критическим зна-

значением отображения SxR'--»-R3, переводящим пару (у, s) в точ-

точку y+sriy. В этом случае асимптотика интеграла G.6) находит-

находится по приведенному выше рецепту.
Нахождение асимптотик интегралов вида G.1) с вырожден-

яыми критическими точдами представляет собой уже сложную

задачу, не до конца разобранную до настоящего времени (см.,
например, книгу [6] и имеющиеся в ней ссылки).

7.2. -Локальные асимптотические решения гиперболических
уравнений. Попробуем понять, каким образом волновая оптика

переходит в геометрическую на очень коротких волнах (или,
что то же самое, при высоких частотах). Рассмотрим сначала

ллоскую волну с частотой сэ и волновым вектором k:

G.7)

u(t, x)=

Подставляя ее в волновое уравнение

?и==ии
—а?Да=0,

мы видим, что она является решением тогда и только тогда,

когда вектор fe/сэ имеет длину 1/а, где а— скорость распростра-
распространения волн. Для обычного волнового уравнения G.7) величи-

величина а постоянна, т. е. не зависит от ш. Таким образом, для лю-
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бого вектора k0 длины 1/а и для любого сэ имеется плоская вол-

волна вида

it it r\ pis>(t—ftn-jf) /7 o\
"V4' -V c • ('•Of

Мы можем теперь считать вектор k0 фиксированным и устре-
устремить частоту сэ к +оо. Это и будет в данном случае означать

предельный переход к геометрической оптике для плоской
волны G.8). Рассмотрим фазу <p=o»(*—ko-x) этой волны и бу-
будем следить за поверхностями постоянной фазы qp=const, кото-

которые называются волновыми фронтами (это понятие волнового

фронта отличается от введенного в § 3, хотя между ними есть

связь, которая будет указана ниже). При каждом t волновой
фронт — это плоскость

{x:ko-x=t+c)c=:Rn,

которая с изменением t движется со скоростью а в направле-
направлении вектора k0. Поэтому прямые, идущие в направлении k0, ес-

естественно называть лучами.

Рассмотрим теперь общий дифференциальный оператор с

гладкими коэффициентами

Oa(x)Da, x?QczRn,

и попробуем найти по аналогии с плоской волной G.8) решение
уравнения Аи = 0 в виде

и (х) = и (х, К) = e"-SM, G.9)

где Я. — большой параметр (играющий роль частоты) Я,->-+оо,
S — вещественнозначная гладкая функция.
Подставляя в уравнение, получаем

Аи (х)=«ВД [ \mam (х, Sx (x))+О (#*-%

где am=am(x, |) — главный символ оператора A, 5^.=-|—=
=gradS. He будем пока следить за членами, обозначаемыми
через О (Я. -1) (они имеют вид многочлена от i степени не выше

m—1 с коэффициентами из C°°(Q)). Предположим здесь и ни-

ниже, что главный символ ат вещественнозначен. Тогда ясно, что
если мы хотим добиться выполнения уравнения Ли=0 с точ-
точностью до О/Я,™-1) при больших Я,, то фаза S = S{x) должна

удовлетворять уравнению Гамильтона—Якоби

am(x, Sx(x))=0, G.10)

называемому уравнением эйконала (термин эйконал заимство-
заимствован из геометрической оптики, где так называют оптическую
длину пути луча света между двумя произвольными точками,
одна из которых принадлежит пространству объектов, а дру-
другая— пространству изображений). Это уравнение обеспечива-
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ет выполнение исходного уравнения Аи=0 «в первом прибли-
приближении».

Для более точного решения уравнения будем искать решение
в виде формального ряда

и (х, Л.)
/=0

Ь, (х) А G.11)

Применяя оператор А к каждому члену этого ряда, т. е., к каж-

каждой функции вида eihS<x)b1(x)'k'i, мы получим сумму членов

аналогичного вида (но, быть может, с положительными степенями Л);
поэтому после соответствующей перегруппировки членов мы ви-

видим, что ряд Аи можно записать в виде

/=.0
V; (х) \m-i, G.12)

Будем называть ряд и асимптотическим, решением, или быст-

быстро осциллирующим асимптотическим, решением,, если .Аи —О,
т. е. все члены ряда G.12) обращаются в 0. Если рассмотреть
конечную сумму такого ряда

N

uN(x, b) —e*"<*> 2 М-*)Я.Ч

то мы получим функцию на Q, зависящую от А, как от парамет-
параметра и такую, что при А,->+оо

г. е. конечные отрезки uN ряда, являющегося асимптотическим

решением, являются «почти решениями» с тем большей точ-

точностью, чем больше N.

Разумеется, ввиду линейности уравнения, асимптотическое

решение и можно умножать на числовые множители. Напри-
Например, после умножения его на А,~* мы снова получим асимптоти-

асимптотическое решение, так что нумерацию можно начинать не с /=0,
а с /=—k. Далее, мы можем считать, что Ьо^О ни в какой

подобласти Q, иначе в такой подобласти можно начать нумера-
нумерацию с первого ненулевого члена, вынеся за скобку подходящую
степень Я.. Поскольку первый член ряда Аи имеет вид

то мы получаем, что фаза S должна удовлетворять уравнению
эйконала. Вычисляя следующие члены ряда Аи, получим

Afi*)> J = °> 1.2,...,2
/+*-/
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где At — линейные дифференциальные операторы порядка /, за-

зависящие от 5 и определяемые формулой

1=0

При этом AQ= 0, если 5 удовлетворяет уравнению эйконала,
а А^ дается формулой:

А _
1

да„

i-Sx(X)

11 \ <S|2
'

dxz ) I;

d*am d*S

j ,R dXjdxk I i—sx(x)

где Lx—дифференцирование вдоль векторного поля

Векторное поле V(x) имеет прозрачный геометрический смысл:

это дифференцирование вдоль лучей, являющихся проекциями

на ^-пространство тех бихарактеристик функции си (т. е.

решений гамильтоновой системы с гамильтонианом dm), кото-

которые лежат на графике градиента функции S. Это значит, что

траектории поля V — суть такие вектор-функции x(t), что если

положить l(t)~Sx(x(t)), то (x{t), l(t)) будет решением га-

гамильтоновой системы

G.13)

Уравнение Ли= 0 означает, что fj^O, / = 0, 1, 2,... . Заме-

Заметим, что Уо=О, в силу уравнения эйконала, а каждое из урав-
уравнений Vj+i=O, /=0, 1, 2,..., означает, что

7-1

-2 ' 2, ..., GЛ4)

где fj зависит только от bo, bu ..., Ъ^-х.
Уравнения G.14) называются уравнениями переноса. Учи-

Учитывая смысл поля V, каждое из них можно переписать в виде

-¦ I b, (x @)+ с (jt (()) b, (x (<)!-/, (л <<». G.15)

89



т. е. каждое из них является линейным обыкновенным диффе-
дифференциальным уравнением 1-го порядка вдоль лучей относитель-

ло каждой из функций Ъ5, если уже известны Ьо, Ьи ..., Ь^_,.
В частности, функция bj(x(t)) полностью определена вдоль все-

всего луча, если известно bj(x(O)).
Мы видим, что асимптотическое решение уравнения Аи = 0

можно построить при данной фазе S(x), являющейся решением
уравнения эйконала, если дана гладкая гиперповерхность Г,

трансверсальная всем лучам, проходящим через ее точки. При
этом решение строится при любых начальных данных

.4». 0, 1,2, .... G.16)

в малой окрестности гиперповерхности Г. Более того, оно су-

существует и единственно в любой окрестности U, в которой оп-

определена фаза S и лучи образуют правильное семейство, т. е.

через каждую точку хвЦ проходит ровно один луч x(t), этот

луч пересекает Г ровно в одной точке Хо=х@)., причем эта точ-
точка Хо и соответствующее точке х значение параметра t, для

которого x(t) =x, гладко зависят от х. Таким образом, по су-
существу, описание асимптотических решений сводится к решению
уравнения Гамильтона—Якоби G.10), которое также решается
<: помощью бихарактеристик и лучей в соответствии с процеду-
процедурой, описанной, например, в [5], [|21], [30], [46], [76].

Уравнение эйконала G.10) имеет достаточно много реше-
решений, например, в случае, когда оператор А — строго гиперболи-
гиперболический относительно какого-либо направления, которое без

ущерба для общности можно считать направлением оси хп.

А именно, пусть kj=Xj(x, %'), /=1, 2,..., т, — все корни урав-
уравнения ат(х,1',Х)=0 относительно Я. (здесь I'eR™ ),выбран-
выбранные непрерывно по (х, |'); они действительны и различны при
всех |/=й=0 в соответствии с определением гиперболичности.
Тогда фаза S, удовлетворяющая G.10), на самом деле удов-

удовлетворяет одному из уравнений

—Ь,(х, Sx. (х)) = G.17)

где у = 1, ..., т. При этом в достаточно малой окрестности
пересечения гиперплоскости хп= 0 с рассматриваемой областью
Q существует и единственно такое решение S, уравнения
G.17), что

S/k-o-S?, G-18)

где Sj° = Sj°(x') —любая достаточно гладкая функция.
7.3. Задача Коши с быстро осциллирующими начальными

данными ([26], [30], [84]). Поставим теперь для гиперболи-

ческого уравнения описанного выше вида задачу Коши

М«=0,

да

дхп \х„

<*'> 2 сТ (•*

G.19)

дт-1и

дхт—\
» (X1)

где So— данная вешествениозначная гладкая функция, для ко-

которой S°,(x')=?0 при всех х' из области определения Q' функ-

функции So (здесь ?2/=ЙП{л:х„=0}), с^бС"(?У). Заметим, что

0 1
ц (д П{„}) ^()
наличие множителей Я0, Я1,..., Я1  перед начальными данными

не снижает общности, поскольку, ввиду линейности уравнения,
всегда можно умножить и на kh и, кроме того, считать несколь-

несколько первых членов в разложениях начальных данных равными О.

Смысл задачи G.19) состоит в том, что мы хотим находить

сколь угодно точные (при больших Я) решения уравнения с

быстро осциллирующими начальными данными, являющимися

конечными отрезками рядов, стоящих в правых частях в G.19).
Решение этой задачи уже, воообще говоря, нельзя найти в

виде ряда G.11). Нужно брать конечную сумму таких рядов

(с различными фазами S). Итак, рассмотрим сумму

и(х, Я)=2 иГ(х'
г-1

где

иг (х, (х) ЯЧ

G.20)

G.21)

и ряд аг является асимптотическим решением уравнения
Ли=0. При этом все фазы Sr будем считать решениями

уравнения эйконала G.10) с одним и тем же начальным условием

Тогда все начальные данные для иг имеют вид

так что задача G.19) действительно имеет смысл и будет пони-

пониматься в смысле равенства коэффициентов при всех степенях

параметра к. ^^„^__^..^
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В качестве функций Sr мы будем брать т различных фаз, яв-

являющихся решениями различных уравнений G.17) (фаза S,-
соответствует корню кг характеристического уравнения).

Теорема 7.2 (Лаке [84]). Задача Коши G.19) при указан-
указанных предположениях однозначно разрешима в малой окрест-
окрестности начальной хиперплоскости ?2'.

Для доказательства нужно заметить, что каждый из рядов-
иг, будучи решением уравнения А«=0, однозначно определяет-
определяется начальными данными иг\Хп=о, которые могут быть произ-
произвольными. Поэтому необходимо лишь подобрать эти начальные

данные таким образом, чтобы выполнялись начальные условия за-

задачи G.19). Это сводится к соотношениям

2 " "*" '

G.23).
7=0, 1, ...,

где ff> зависит только от b\f>, . ...i^,; r=l, ..., т. Но это-

система линейных уравнений относительно by> {х1, 0)»,
г= 1, ...,т, с определителем, равным определителю Вандер-
монда, отличному от 0, поскольку все числа

dSr{x', хп)\ «

А? k-=o=J
различны в силу гиперболичности.

Теорема, аналогичная теореме 7.2, имеет место и для гипер-
гиперболических систем.

7.4. Локальный параметрикс задачи Коши и распростране-
распространение особенностей решений [30]. Укажем связь теоремы 7.2 с по-

поведением особенностей решений задачи Коши. Особенности,

удобно описывать с помощью преобразования Фурье. А именно,,

рассмотрим решение и=и(х) задачи Коши

(Аа=0,

\и Хп=о-
= 0,

j ди

дхп
-0,

G.24>

дт-1и

(в общем случае, когда все начальные данные отличны от 0,.
решение и является суммой т решений, соответствующих тем,

случаям, когда только одно из начальных данных ненулевое;
каждый из этих случаев рассматривается аналогично задаче

G.24)). Пусть /б^"(й'). Ввиду конечности скорости распро-

распространения возмущений, можно считать, что задача G.24) рас-
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сматривается всюду в Rn. Представим / с помощью преобразо-
преобразования Фурье (в обобщенном смысле):

/ (-*') J / (?') elx>vd\>.

Если /(?0=О(| Б'Г) при ||'|- то
JV—n-l

G.25)

(R*-1).
Аналогично, если мы хотим найти особенности решения а, то

достаточно решить задачу G.24) с точностью до функций,
у которых преобразование Фурье по х' достаточно быстро убы-
убывает при |g'|->-|-oo.

Формулу G.25) можно рассматривать как представление /
в виде линейной комбинации экспонент х'**¦ eix'^. Поскольку
исходная задача является линейной, для нахождения решения
достаточно рассмотреть решение задачи G.24), в котором вместо

f (х1) стоит е'х'-$'. Точнее, пусть ФбСо°B')> ф= 1 в окрест-
окрестности supp /. Тогда G.25) можно переписать в виде

(Ю Ф (хг) е*'*сЦ',

так что достаточно решить задачу G.24) с заменой / (xf) на

<p(x')eix'-t'. Положим теперь А.= |?'|, cn= ?//|?/|» таК чт0 полу-

получается, что

Ф (х') е1*'* =е^(^'.л)ф (*'),
где S(xr, г)) = г)-х'. Обозначим через v{x, t\, X) достаточно

длинный отрезок асимптотического ряда, задающего асимптоти-

асимптотическое решение задачи Коши G.24), в которой вместо / (х')
стоит е11^1х'-ъ)<р(х') (здесь ц рассматривается как параметр,
а X — большой параметр, имеющий тот же смысл, что и выше).
Введем срезающую функцию *|>=il>(?0' М'бСо0 (R™ ), г|> = 1
в окрестности нуля. Тогда функция

а, (х) =*Bя)-«-" J- A —Ч> A0) 7 (?0 о {х, g'/| V |. | V |) d\' G.26)

будет решением задачи, отличающейся от G.24) тем, что в пра-
правых частях всюду добавлены достаточно гладкие функции. Но

тогда, в силу известных теорем существования и единственности

решения задачи Коши для гиперболических уравнений, и.—щ
также является достаточно гладкой функцией. Это означает,
что формула G.26) задает параметрикс для задачи Коши
G.24). Вспоминая вид асимптотических решений, описанный

выше, мы видим, что формулу G.26) можно переписать в виде

G.27)
>

где ф;-—интегральный оператор Фурье вида

J ^a(x, I')/ (g')
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= Bn)-«+1 J e'IS/"E'>-'' na (jc,

где фазовая функция Sj является решением уравнения эйконала

G.17) с начальным условием SJ\Xn=-o= x/-%', а а=а(х,%')—

некоторый классический символ (сумма нескольких гладких функ-
функций, положительно однородных при ||'|>1) порядка — т + 1.

Далее, процедура построения асимптотических решений дает

возможность описать особенности решения щ. Пусть для про-

простоты f (х') = 8(х'), так- что /~(g')=l (соответствующее реше-
решение и(х)=8(х) называется фундаментальным решением задачи

Коши для уравнения Аи= 0). Рассмотрим соответствующее
решение щ = 8\ вида G.26), отличающееся от 8 на достаточно

гладкую функцию. Решение v (x, ц, I), входящее в эту формулу,
можно определить как решение с начальным данным / (х1) =

—gajr'-Tiq,^/^ где 96Co°(R"~1) и эиррф содержится в сколь

угодно малом шаре с центром в точке 0. Но тогда v задается

конечной суммой членов вида eiXsi(x>Т1Ч (х), где 5У— описанная

выше фазовая функция, а тр получается решением уравнений

переноса вдоль лучей, соответствующих фазовой функции Sj.
Таким образом, уже носитель функции v будет лежать на объ-

объединении т конусов лучей (с криволинейными образующими),
выходящих из начала координат. Легко проверить, что все эти

лучи можно описать также как проекции на дг-пространство

всевозможных нулевых бихарактеристик главного символа dm,

начинающихся над точкой д; = 0, т. е. в точках вида @; ?',
МО, Г))-

Более детальное описание особенностей на языке волновых

фронтов легко получить, анализируя интеграл G.28) методом

стационарной фазы (с А.= |1'1Ь А именно, умножая Ф;/(л) на

срезающую функцию <р=<р(х) с достаточно малым носителем,

мы получим распределение, преобразование Фурье которого

задается интегралом

$ф)/ (ti) = Bji)= Bji)-"+1 , 50 Ф (х) / (у')dy'dl'dx.

при / (у') = 8 (у') приобретающим вид

Bя)-"+1 j ei{SJlx-r)~x'^a (x, 50 Ф С*) d\'dx =

= Bя)-"+1Я"-1 J ещз](хЛ">~х<] а (х, Я.60 Ф (•*) dl'

где А, = |л|> ?= Л/|л1- Последний интеграл быстро убывает по к

вне точек стационарной фазы, т. е. там, где

dS/(x,
5|7 дх

94

Мы видим, что WF (Ф;-/) должен быть расположен в таких точ-

точках (х, vi), что т]=—! (*'х ? )
при некотором %', для которого-

—;-щг =0- Но это в точности те точки (х, т)), которые ле-

лежат на бихарактеристиках, начинающихся в точках вида @, tjq):
(т. е. над точкой х=0), поскольку соотношение dSj/d%' сохра-
сохранится при движении вдоль бихарактеристики (|' — параметр!)*
а Sj |Jfn=o=x/-|/. Точно также сохранится вдоль бихарактерис-
бихарактеристики соотношение Л= tx (график градиента функции Sjr
являющийся решением уравнения Гамильтона—Якоби, инва-

инвариантен относительно гамильтонова потока — см. описание про-
процедуры решения уравнения Гамильтона—Якоби в [21, § 3
гл. 1]). Мы можем при этом ограничиться рассмотрением лишь

нулевых бихарактеристик, ввиду общего соотношения

WF(a)(={(*,5) :от(л:,§)=0}>
верного для любых решений уравнения Ли=0.

Отсюда нетрудно получить глобальное утверждение о том,,
что особенности любых решений распространяются вдоль би-

бихарактеристик (этот факт достаточно доказывать для сколь

угодно малых отрезков бихарактеристик!), поскольку всякое

продвижение по t можно рассматривать как решение задачи
Коши с подходящими начальными данными.

7.5. Канонический оператор Маслова и глобальные асимпто-
асимптотические решения задачи Коши ([J12], [26], [27], [30]). Асимп-
Асимптотическое решение задачи Коши G.19) в большинстве случаев
может быть найдено лишь в малой окрестности начальной по-

поверхности из-за того, что задача Коши G.17)—G.18) для урав-
уравнения эйконала может быть решена только в малой окрестности
начальной поверхности, даже если уравнение и начальные

данные определены глобально (например, в случае, когда пере-
переменная х! меняется на компактном многообразии, а *n€R),
Причиной этому является наличие каустик, т. е. огибающих
семейств лучей, возникающих в общем положении из решения

уравнений, определяющих лучи. Для того, чтобы обойти эту
трудность, применяется метод канонического оператора
В. П. Маслова, который мы сейчас кратко опишем. С анали-
аналитической точки зрения он состоит в том, что вблизи каустик
вместо асимптотических решений вида G.11) используются ин-

интегралы от них, точнее, преобразования Фурье по всем пере-
переменным или по части переменных, от асимптотических решений
такого же вида G.11), но заданных в переменных |, двойствен-
двойственных к х, или в переменных (х<1\ ?<г)), где х=(х<1\ дЯ), т. е.

(л*1), лК2)) — разбиение переменных х на две группы, |B) — пе-

переменные, двойственные к ха\ Оказывается, что если бихарак-
бихарактеристики рассматриваемого уравнения определены глобально,
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то при выполнении некоторых топологических условий можно

построить асимптотические решения описанной структуры и

склеить их так, чтобы они давали глобальное асимптотическое

решение. В частности, так удается построить глобальное асимп-

асимптотическое решение задачи Коши G.19) для строго гиперболи-
гиперболического уравнения с быстро осциллирующими начальными

данными. По указанной в п. 7.4 схеме, это приводит к построе-
построению глобального параметрикса задачи Коши для такого урав-
уравнения.

Прежде всего введем геометрический объект, заменяющий

решение уравнения Гамильтона—Якоби

где Н — вещественнозначная гладкая функция на R2n. Для этого

заметим, что график градиента функции S, т. е. множество

точек (х, Sx(x)) является лагранжевым многообразием в R2™,
т. е. таким «-мерным подмногообразием, что ограничение симп-

лектической 2-формы
п

<здесь (*!,..., хп, gi,...,|n)—координаты в R2"=R?xRs) на это

подмногообразие равно 0. Обратно, пусть дано лагранжево мно-

многообразие Ac=R2n и точка рбЛ такова, что в окрестности этой

точки Л диффеоморфно проектируется на Кхп (для этого,

по теореме о неявной функции, необходимо и достаточно, чтобы

дифференциал проекции л : A-*-R*n был инъективен в точке р).
Тогда в окрестности U этой точки Л представляется как гра-

график градиента некоторой функции S, однозначно определенной
с точностью до аддитивной постоянной. А именно, S находится

по формуле

G.30),j l(x)dx,

где (х, ?'(*))'—точка рассматриваемой окрестности ?/с=Л, ле-

лежащая над точкой х, интеграл от 1-формы %dx=%ldxl+...
...+lndxn берется по любому пути в n(U), соединяющему х°

и х (интеграл не зависит от пути, поскольку форма Idx замк-

замкнута на Л в силу лагранжевости многообразия Л). Поэтому вся-

всякое лагранжево многообразие Л, содержащееся в гиперповерх-
гиперповерхности Г={(*, |) :Н(х, |) =0}, является, по сути дела, много-

многозначным решением уравнения Гамильтона—Якоби G.29). Пусть
теперь дана начальная функция S°= S°(x'), которая рассматри-
рассматривается как функция на гиперплоскости хп=0, и пусть выполне-

выполнено условие

А. Уравнение н{х', 0, dS'd^^ g«)= 0 имеет такое гладкое

решение bi^
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'), что

Отметим, что это условие автоматически выполняется для урав-
уравнений вида G.17), причем в этом случае решение %п(х') един-
единственно.

При выполнении условия А мы можем провести все бихарак-
бихарактеристики функции Н через точки [х1, 0, ^Р, !„(*')) и их

точки составят лагранжево многообразие Л. В ряде важных

случаев оно лежит над всем пространством R" (т. е. проекция
rt:A->R? является сюръективной). Так обстоит дело, например,
для уравнений Гамильтона—Якоби, разрешенных относительно
dSfdxn, при некоторых условиях роста гамильтониана; в част-

частности, для уравнений вида G.17), возникающих из равномерно
строго гиперболических уравнений с коэффициентами, имеющи-
имеющими ограниченные производные.

Обобщая формулу G.30), мы можем ввести в малой окрест-
окрестности U любой точки г° на лагранжевом многообразии Л функ-
функцию

G.31)

где интеграл берется по любому пути, соединяющему г° и г и

лежащему в U (и не зависит от этого пути, в силу лагранжево-
лагранжевости многообразия Л). Построенная выше функция S=S(x) бы-
была образом функции G.31) при проектировании я : Л-^R*". По
известной лемме В. И. Арнольда [5], в окрестности каждой
своей точки р° лагранжево многообразие диффеоморфно проек-
проектируется на одну из координатных лагранжевых плоскостей в

R2", т. е. на одну из плоскостей (ха\ |<2>), где ( хп\ 1<2)) —та-
—таковы, как описано выше. Образ функции S из G.31) при этой
проекции представляет собой функцию S(xn\ |B>). Построим по

ней новую функцию

где функция л:<2> (*<», g<2>) выбрана так, что имеется точка

(*<>>, л:<2> (*<», S<2>), g(» (*<», S<2>), 1<2>)б?/сЛ. Функция Sv назы-

называется производящей функцией лагранжева многообразия Л
в окрестности точки р°; Л локально восстанавливается по такой

производящей функции Su(x^\ |<2>) как множество точек в R2*,
для которых

Предположим теперь для простоты, что функция Н=Н(х, |)
однородна по g порядка т. Будем искать асимптотические ре-
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шения задачи с быстро осциллирующими начальными данными

Г(х, Dx)u= O,
I, -o

— eas4*">c(xr), (i.o-^j

где c6CoJ(R" ).Как и выше, считаем, что выполнено условие Л,

благодаря которому можно построить такое лагранжево много-

многообразие Л из бихарактеристик, что его часть, лежащая над

гиперплоскостью Хп= 0, имеет вид Ijc', 0,— , '¦, %п(х')\, где

функция %п(х') взята из условия А. На многообразии Л мы

можем выбрать в качестве координат какой-либо точки г пере-
переменные (t, у), где t — параметр вдоль бихарактеристики, прохо-
проходящей в момент t через точку г и начинающейся (при / = 0) над
точкой @, у), t/gR" . Обычные координаты х проекции точки г

на R* будут функциями от (t, у), т. е. x = x(t, у) и можно рас-

рассмотреть якобиан J (t, t/) = det ** ' у'
- Он отличен от 0 при

<=0 и обращается в 0 в точности в тех точках, в которых

вырождается дифференциал канонической проекции л:А-^-Я%
т. е. над каустиками.

Пусть теперь многообразие Л покрыто такими координат-
координатными окрестностями Ut, что в каждой такой окрестности можно

выбрать какой-то набор (х<1\ |<2>) в качестве локальных коор-
координат. Для функции ф€Со°(?/;) положим

gB>]} <Р (г

г/)

-1/2

2), G.33)
где 5^ — производящая функция лагранжева многообразия Л
в координатах (хО), |<2>), 5 — функция G.31) на Л, k — число

переменных g<«. Оператор /<Г (f/y):CS°(;7y)-^C00(R^XR+) назы-

называется предканоническим оператором на ?/у, ассоциирован-
ассоциированным с координатами (хО, |<2>). В случае yfe=0, т.е. когда

переменные |<2> отсутствуют и Uj диффеоморфно проектируется
в R™, мы получаем, что, с точностью до несущественного чис-

числового множителя, K(Uj)y совпадает с функцией

eixs(r(X))j (je)--i/2<p (г (л:)). G.34)
Здесь якобиан возник по той причине, что первое уравнение пе-
переноса (уравнение G.14) с /=0 при ат = Н) можно, пользуясь
известной формулой Лиувилля, переписать в виде
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j-i/2 d ,j\i2b v 1 дгН
G.35)

(здесь надо значения всех функций брать вдоль данной биха-

бихарактеристики). Это приводит к тому, что главный член и»,
асимптотического решения G.11) имеет вид

J @. У)
щ(х,2.)=Ь<>(у)у±^Х

X ехр N

где t = t(x), у=у(х), % = Ъ(х), г(х)—выражения через х всех

координат на лагранжевом многообразии Л в рассматриваемой,
координатной окрестности (где х можно выбрать за коорди-
координаты).

Если теперь предположить, что в окрестности U} можно по

разному выбрать набор (xW, ?B)), задающий локальные коорди-
координаты на Л, а именно, если (х^К |^2>)—другой такой набор к

K(Uj)—соответствующий предканонический оператор, то при-
применение метода стационарной фазы дает следующий результат
о связи K(Uj) и K(Uj):

К (Uj) <p=<?v;*/2/<: (Uj) <p +O (AT1), G.37)
где

Y= inerdex -

— inerdex ф'
?< >} ] mod 4 G.38>

(inerdex Л для симметрической матрицы А означает отрица-
отрицательный индекс инерции

— число отрицательных собственных

значений матрицы соответствующей квадратичной формы; в

данном случае по модулю 4 он не зависит от выбора рассматри-
рассматриваемой точки).

Попробуем теперь склеить из предканонических операторов.
K(Uj) канонический оператор

КА: С? (Л)-> С°° (Rn X R*) mod О (Л ), G.39>

Для этого нужно положить

(Г) Я> (Г)) W. G-40>(*ГЛф) (х, X) =2 ciK
j

где {<?;}°°=]— разбиение единицы на Л, подчиненное покрытию-

и}, су —постоянные, которые подбираются так, чтобы это опре-
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деление не зависело от произвола в выборе покрытия U} и

координат в каждой окрестности Uj. Оказывается, что это

всегда можно сделать для так называемых квантованных

лагранжевых многообразий—таких многообразий Л, что для

любого замкнутого пути / на Л, во-первых, j %dx
= Q, а во-вто-

во-вторых, ind/=O, где inA I—индекс Маелова этого пути. Индекс
Маслова любого пути / (не обязательно замкнутого) на Л можно

определить, например, покрыв этот путь цепочкой таких

Ui%> Uit, ..., Uis (координатных окрестностей описанного вида),

k+i
—О, 1, ...,s — 1; теперь для каждой пары

надо на пересечении Uik П UtM_i ввести число

что UiknUik+i=?0,
Uik+ik k+i k Mi

y(Uu, и\ ) по формуле G.38), в которой (я*1), 1B)) —коорди-
—координаты на Ut, a (jc<j', 1B)) — координаты на Uik+i и, наконец,

положить

G.41)

«(результат не зависит от выбора произвольных элементов).
Отметим, что квантованным является, в частности, всякое

односвязное лагранжево многообразие.
В случае квантованного многообразия Л в качестве чисел

-с5 в определении /Сл по формуле G.40) можно взять, например,

^г=ехр(—uiYj/2), где ys
— индекс Маслова любого пути, соеди-

соединяющего фиксированную точку го€Л с какой-либо точкой r€f/,.
Мы получим тогда, что если увС0°° (f/jfli/j), то

что обеспечивает корректность определения канонического опе-

оператора КД.

Верлемся к задаче Коши G.32). Оказывается, что всюду, где

определено только что построенное лагранжево многообразие Л

(при условии, что оно является квантованным), существует
.асимптотическое решение этой задачи,. имеющее вид

и (х, Я)=КаB K~IbJ (г> <*• я>'
V/-0 /

G.42)

тде 6^С°°(Л). Функции 63 здесь находятся решением уравнений
переноса на Л. Эти уравнения (получаемые подстановкой
ряда. и(х, К) в уравнение Н(х, Dx)u—0 и приравниванием нулю

коэффициентов при всех степенях К) имеют вид

Rib,4» G.43)
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где

о, 2 ~

/<1"~ dt 2 G.44)

— дифференциальный оператор 1-го порядка на Л, в котором

jj
— дифференцирование вдоль бихарактеристик, а точка*

(х, |) берется на Л; /^ — функция, выражающаяся через й0, • • -

..., Ь}-\. Задавая подходящие начальные условия для bj на ги-

гиперплоскости хп=0, гарантирующие выполнение начального,

условия задачи G.32), мы можем последовательно решить урав-
уравнения переноса G.43) (явно, коль скоро известно Л!) и найти

требуемое асимптотическое решение.

Рассмотрим теперь задачу Коши G.19) для равномерна
строго гиперболического уравнения порядка т в R", коэффи-
коэффициенты которого имеют ограниченные производные всех поряд-
порядков. Тогда имеется т уравнений Гамильтона—Якоби G.17), ко-

которые определяют т лагранжевых многообразий Ль ..., Am-
Наличие выделенной переменной хп и простая структура началь-

начальных данных обеспечивают их односвязность и, тем самым,,

квантованность, так что определены т канонических операторов-
Маслова Кл„ . •., К\т.

Теорема 7.3 (В. П. Маслов, см. [12], [30]). При описанных

предположениях существует глобальное асимптотическое реше-
решение задачи Коши G.19), имеющее вид

GА5У

где функции bh,^C°° (А$) находятся решением уравнений пере-
переноса на Aj с подходящими начальными условиями.

С помощью процедуры, описанной в п. 7.4, эта теорема да-
дает возможность строить глобальный параметрикс задачи Коши
для рассматриваемого уравнения.

Имеется прямая связь между каноническим оператором Мас-
Маслова и возникшими хронологически позже интегральными опе-

операторами Фурье. Эта связь описана в [33], [34].
Описанная методика и ее усовершенствованные варианты да-

дают возможность строить асимптотические решения весьма раз-
разнообразных задач математической физики, в частности, квази-

квазиклассических приближений в ряде важных квантовомеханиче-
ских задач в асимптотических задачах спектральной теории-
Подробности об этом можно найти, например, в монографиях
[7], [12], [26], [27], [28], [29], [30] C3], [41], [46], [69], [76],
[78], [85], [J103], [104]. В этих же монографиях и nHTHpoBaHHOfr
в них литературе можно найти детали описанных здесь кон-

конструкций и необходимые доказательства.
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§ 8. Асимптотика собственных значений

самосопряженных дифференциальных
и псевдодифференциальных операторов

В этом параграфе обсуждаются простейшие задачи об

асимптотике собственных значений самосопряженных операто-

операторов, возникающих в анализе, геометрии и математической фи-
физике.

8.1. Вариационные принципы и оценки собственных значений

([8], [16], [46], [60]). В [21, § 3 гл. 2] уже рассматривались
задачи на собственные значения для эллиптических краевых за-

задач. Простейшей из них является задача об отыскании собст-
собственных значений и собственных функций для оператора Лап-

Лапласа в ограниченной области Qc:R" с граничными условиями
Дирихле:

—Дг|)=лгЬ в м, ,Q <

= 0. (b>1

Обобщенная постановка этой задачи состоит в исследовании

собственных значений оператора, порожденного квадратичной
формой

(8.2)

на функциях и?Н1(??). Это значит, что г|з называется собствен-

собственной функцией задачи (8.1) с собственным значением а, если

-фб-^ЧЙ), i|)=?0, и для любой функции эб-^ЧФ

[г|з, о] = Я(г|з, о), (8.3)
где полуторалинейные формы [•, •] и (•, ¦) задают скалярные

•произведения в пространствах /?X(Q) и /^(Q), соответственно:

[a, o]== J
а

(a, J
а

tcodx.

Достаточно, впрочем, требовать выполнения тождества (8.3)
на функциях »6C~(G). В случае областей Q с гладкой границей
(класса С°°) обобщенная постановка задачи равносильна класси-

классической постановке (8.1) и, более того, автоматически оказы-

оказывается, что г|збС°° (Q).
Рассмотрим собственные значения задачи (8.1), упорядо-

упорядоченные по возрастанию:

(здесь каждое из собственных значений повторено столько раз,
какова его кратность; можно доказать, что ai однократно, так

что на самом деле Ai<A2, но это не будет играть роли в наших

рассмотрениях).

J02

Имеется вариационный принцип — минимаксный принцип
Куранта, дающий, выражение собственных чисел л3- через квад-
квадратичную форму (8.2):

А;= max [и, и)
= 1,2,..., (8.4)

где //i= //J(G), /-—линейное подпространство в Нх (в правой
части берется максимум по всем таким подпространствам раз-
размерности у —1), Z.1 —его ортогональное дополнение в L2(Q)
(разумеется, при взятии минимума надо рассматривать только

функции u?LLP[Hx). При у==1 эту формулу надо понимать без
первого максимума, т. е.

i1= min ?i«J
Bgtf,\{0} lB> a) (8.4,)

Учитывая, что C"(Q) плотно в //X(Q), легко преобразовать (8.4)
к виду

{Аи, и)
f= sup inf '; /=1,2,..., (8.5)

где ?>0= Co°(Q), A= —Аи минимум берется по всем иб^
(ортогональное дополнение, как и выше, берется в L2(Q)).

Введем еще функцию распределения собственных значений

{в первых двух вариантах записи неважно, что собственные
значения упорядочены по возрастанию). Она непрерывна спра-
справа, т. е. N (Х-\-О) =N (К). Тогда для N(X) также можно написать

вариационный принцип, называемый леммой Глазмана:

N(X)= max dim!. (8.6)

Аналог (8.5) имеет вид

7V(A_0)= max

LCZD,
X()

diml. (8.7)

Вариационные принципы (8.4)—(8.7) лежат в основе стан-

стандартных методов численного нахождения собственных значений

Xj. Они могут также эффективно использоваться для качест-

качественного исследования поведения собственных значений и, в

частности, для нахождения их асимптотики.

Пусть, например, даны две области Q, Q' в R", причем
G'. Обозначим собственные значения задачи Дирихле в Q и
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Q' через Xj(Q) и Xy(Q') соответственно, а через ЛГа(Л) и Na,(X)
обозначим соответствующие функции распределения. Поскольку
С" (Q)cCoT (Q')» то из (8-7) очевидным образом следует, что

Na(h)<Na-(X), A.6R, (8.8)
или, что равносильно,

Xj(Q)>Xj(Q'), y = l,2,..., (8.9)
т. е. при расширении области собственные значения задачи с

условиями Дирихле уменьшаются.
Этим можно воспользоваться, например, сравнив собствен-

собственные значения для Q с собственными значениями для какого-
либо куба

tfi={*:<X*j</,/=1 п),
имеющими вид

соответствующие собственные функции

находятся разделением переменных.^Легко видеть, что

NKt №HBяГл/п(олА."/2 + О (А.С-1)/2), (8.10)
где шп

— объем единичного шара в R™. Помещая произвольную
ограниченную область Q в достаточно большой куб и, наоборот,
рассматривая достаточно малый куб, лежащий в п, мы полу-
получаем, в силу (8.8), что существует такая постоянная С>0, что

C-1Xn/z^Na(X)^CXa'2. (8.11)
Далее, рассмотрим задачу на собственные значения с крае-

краевым условием Неймана

в Q,

ill
дп [да

(8Л2>

Её обобщенная постановка строится аналогично рассмотрениям
[21, § 6 гл. 2]. А именно, г|э надо называть собственной функ-
функцией с собственным значением А, если ty6Hl(Q), ty=?0 и равен-
равенство (8.3) верно для любой функции об//1 (Q). Вариационные
принципы (8.4) и (8.6) сохраняют силу, но в них следует брать

г() (а не //*(&) как в случае условия Дирихле). Фор-
Формулировки (8.5) и (8.7) можно использовать для областей с глад-

гладкой границей, беря в них D0-=lu:ueC°°(Q), ~\ =ol.
Будем обозначать собственные значения задачи (8.12) через

^j—%(й), /=1, 2 Как и для задачи Дирихле, предпола-
предполагается, что
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Отметим, что % = 0, причем это собственное значение однократ-

однократно, т. е. %>0. Наконец, пусть 'N(X) = 'Na(X)—функция рас-

распределения собственных значений 'Xj. В случае куба Ki собст-

собственные значения задачи (8.12) имеют вид

соответствующие собственные функции суть ¦»!>*,...*„ (х)
—

=cos
"*'*' ...cos "**j*n. Поэтому формула (8.10) и, вслед за

ней, оценка (8.11) сохраняют систему для задачи (8.12). Далее,
о

поскольку //^Qjc://1^)» то из сравнения двух вариантов (8.6)
получается неравенство

NqM, (8.13)
или

(Q)> 'Xj (Q), j— 1, 2 (8.14)

8.2. Асимптотика собственных значений оператора Лапласа
в области евклидова пространства. Вместо оценки (8.11) при
минимальных дополнительных предположениях на область й

можно написать асимптотику

дга (я,) = Bя)"п mes Q ¦ со„ • X п'2
A + о A)), (8.15)

где mes Q означает «-мерную меру Лебега области Q. Впервые
такая асимптотика была установлена Вейлем в 1912 г. Один из

возможных способов доказательства состоит в том, чтобы ап-

аппроксимировать область Q объединением кубов с вершинами в

точках подходящим образом сжатой целочисленной решетки.
Оценка снизу получится, если взять эти кубы открытыми, не-

непересекающимися и лежащими внутри Q. Для оценки сверху
надо взять аналогичное объединение кубов, содержащее об-

область Q, но теперь рассмотреть условия Неймана на границе
каждого из них. В итоге (8.15) получается, по крайней мере,
для всех таких ограниченных областей Q, у которых mes (дп) =
= 0.

Некоторое уточнение описанных вариационных рассуждений
позволило Куранту (см. [!60]) получить более точную оценку
остаточного члена

Na (X)= Bя)-л mes Q • со„Г/2 (l+O (X~1/2 In X)), (8.16)

верную, например, всегда, когда граница дп обладает следую-

следующим свойством: если (дп), — е-окрестность дп в R™, то

mes(dfl)e = O(e) при е-*-+0. Наконец, неулучшаемую оценку
остатка дает
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Теорема 8.1 (Сили [101]). Пусть Q — ограниченная об-
область в R" с гладкой границей. Тогда при Я,->-+оо

Na (Я)=Bя)-« mes Q- со„Г/2 A + О (А~1/2)). (8.17)
Эта теорема уже не получается вариационными методами, а

требует применения метода гиперболического уравнения, кото-

который является наиболее точным из известных тауберовых мето-

методов (о нем еще будет идти речь ниже).
Теорема 8.1 верна (без изменений) и для собственных зна-

значений задачи Неймана.
Еще в 1912 г. Вейль сформулировал гипотезу о том, что

можно написать 2-й член асимптотики функции распределения
собственных значений, содержащий (га—1)-мерную меру («пло-
(«площадь») границы dQ. Ответ на вопрос о 2-м члене асимптотики

впервые получен в 1980 г. В. Я. Иврием для областей Q с глад-

гладкой границей при следующем предположении на бильярдные
траектории области Q (траектории бильярда в й с обычными

отражениями от границы):
(А) Множество периодических точек бильярда в Q имеет

меру 0.
Это означает, что множество касательных векторов к Q, ко-

которые являются начальными условиями для периодических
бильярдных траекторий, имеет меру 0 в QXR" (т. е. нулевую
2га-мерную меру Лебега). Иначе можно сказать, что множест-

множество периодических точек геодезического потока на Q имеет ме-

меру 0 (геодезический поток задается на единичных касательных

векторах к Q).
Теорема 8.2 (В. Я. Иврий [22], [78]). Пусть область Q

с гладкой границей удовлетворяет условию (А). Тогда для
собственных значений задачи Дирихле при Я,-*-+о°

N (к)=Bя)-" mes Q- шл
• Г/2-^ Bя)-"+1 (dQ) A.("-1)/2 +

(8Л8)
где mesn-i (dQ) означает объем границы относительно римано-
вой метрики, индуцированной стандартной евклидовой метри-
метрикой в R™. Для собственных значений задачи Неймана при тех

же условиях

'N (к) = Bя)-« mes Q ¦ ©„ • Г/2+

_! (dQ) А( (8.19)

Д. Г. Васильев [14] доказал, что условие (А) выполняется

для всех строго выпуклых областей с аналитической границей,
а Петков и Стоянов [92] установили, что оно выполняется для

областей общего положения, так что в обоих этих случаях для
Q верно утверждение теоремы 8.2.
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Обзор различных вариантов и обобщений теорем 8.1 и 8.2

можно найти в книге В. Я- Иврия [78].
Отметим здесь, что Д. Г. Васильев {|14] доказал аналоги

теорем 8.1 и 8.2 для самосопряженных эллиптических краевых

задач для операторов произвольного порядка т ([21, см. § 3
гл. 2]). Соответствующие асимптотические формулы имеют вид

N (%) =с1Г""+ О (Х(п-1Iт), (8.20)

N(X)^c1\n"n+ c2tfn~1)"n + o(k{n-'l)lm), (8.21)
где постоянные С\ и Сг выписываются через коэффициенты опе-

оператора и граничных условий (последняя формула верна при
выполнения аналога условия (А) для гамильтонова потока, за-

задаваемого главным символом рассматриваемого оператора, с

подходящими отражениями на границе, в частности, она верна

при выполнении некоторого условия выпуклости, которое

Д. Г. Васильев называет выпуклостью по Гамильтону).
Упомянем еще результаты В. Я. Иврия и С. И. Федоровой

(см. [23]), которые комбинируя метод гиперболического урав-
уравнения с методами теории возмущений, распространили действие

теорем 8.1 и 8.2 на ряд нерегулярных ситуаций, где нерегу-

нерегулярность может состоять в неограниченности области, неглад-

негладкости границы или наличии каких-то вырождений. Наконец,
Т. Е. Гуреев и Ю. Г. Сафаров (см. [70]) в некоторых случаях
избавились от условия (Л) и его аналогов, модифицировав вто-

второй член в (8.21) добавлением слагаемого, имеющего вид

Q(k)Kin~n/m, где Q — почти-периодическая функция.
Отметим еще, что асимптотические формулы для N(K) при

Я-»-+оо всегда можно переписать в виде асимптотических фор-
формул для к, при /-»-+оо. А именно, формула

N(X)~c%a при Я->.+ оо

(здесь с>0, а>0) равносильна формуле

Я.-с-^у1'" при У-^rf-oo.

В частности, в силу (8.15), для собственных значений задачи

Дирихле в ограниченной области Q, у которой mes(dQ)=0,
имеет место асимптотика

Л,~ BяJ (mes Q) /nшГ2/"у2'\ у -> + оо.

Формула
N(X)^cXa(l-^-OGr6)) при А,-*.тх-оо,

где ?>0, а>0, б> 0 равносильна формуле

(8.22)

Это позволяет переформулировать теорему 8.1 в виде асимптотики

1/n)), У- + «>. (8-23)
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Аналогично, теорема 8.2 при указанных в ней условиях на об-
область дает два члена асимптотики Я,,- при /-*-+ оо.

8.3. Общая формула вейлевской асимптотики и метод при-
приближенного спектрального проектора. Опишем неформально
идею, заимствованную по-существу из квантовой механики и

позволяющую в большинстве случаев правильно написать
главный член асимптотики собственных значений.

Пусть задано некоторое соответствие между операторами А
из некоторого рассматриваемого класса Я и функциями а=
= o(v) на некотором фиксированном пространстве М с мерой
dv; эти функции будут называться символами. Символ операто-
оператора Л будем обозначать через а (А). Соответствие Л—»-<х(Л)
должно быть линейным и таким, что <т(ЛЙ2) с точностью до
каких-то младших членов совпадает с о(Ах)а(А2). Это обсто-
обстоятельство мы будем записывать в виде

o(AlA2)~<f(A1)o(A2). (8.24)
Эвристически тогда можно ожидать, что если оператор А само-

самосопряжен, то для достаточно хорошей функции f : R-vR

o(f(A))~f{o{A)) (8.25)
(если f — многочлен, то это «следует» из (8.24)). В частности,
возьмем в качестве / функцию %>.:

при JC<X,

при х>К.

Тогда Хх(Л)=?'х — спектральный проектор оператора А (в слу-
случае полуограниченного снизу оператора А с дискретным спек-

спектром— это оператор проектирования на подпространство, натя-

натянутое на собственные функции с собственными значениями Я,,-^
^Я,). Ясно, что

Ы(Х)=7тЕк. (8.26)
В соответствии с вышеизложенным, можно ожидать, что

(8.27)
Отметим, что для любой функции a:

при а (v) > я (8.

Предположим, наконец, что если оператор Р имеет след, то

Тт P~\o(P)(v)dv, (8.29)
мм

где знак -~ надо понимать как асимптотическую эквивалент-
эквивалентность при наличии какого-либо большого или малого параметра.
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Формулы (8.26)— (8.29) приводят для самосопряженного

оператора А с символом а (А) =а к соотношению

N (Я) ~mes {v: a (v) < А.}= f %л (a (v)) dv. (8.30)
м

Эта формула является прообразом всех асимптотических фор-
формул для N(k) (по параметру % при А,-»-оо или по какому-либо
другому параметру, например, по малому параметру h в зада-

задачах квазиклассики). Приведем примеры соответствующих ситу-
ситуаций.

Пример 8.1. Пусть X=Rn. Рассмотрим на R" псевдодиф-

псевдодифференциальные операторы A = av(x, Dx), задаваемые символами

Вейля (см. § 1). Точный смысл условия (8.24) состоит в теоре-
теореме о композиции. След оператора Р с обычным или вейлевским

символом р(х, Ъ)=р(у) записывается (в случае достаточно

гладкого и достаточно быстро убывающего символа р) по фор-
формуле

Тг Р=BяГ« j р (у) dy~ Bя)-" j р (х, I) dxd%. (8.31)

Поэтому, задавая меру dv=dv(y) формулой dv(y) = Bn)~ndy,
мы получим соответствие с изложенной выше схемой и ожида-

ожидаемая асимптотика функции N(K) для самосопряженного опера-

оператора Л с вейлевским символом а (х, |) имеет вид

N (X)~BяГлmes{(х, I):а(х, !)<к)—Bл)~а f dxd\, (8.32)

где mes означает меру Лебега на R2". Вместо вейлевского сим-

символа можно рассматривать обычный символ, но тогда вместо

а(х, |) в (8.32) надо писать Re а (х, |); это можно включить в

описанную схему, если символом а(А) считать главную в ка-

каком-нибудь естественном смысле (например, старшую однород-

однородную) часть символа а(х, |); она уже автоматически будет ве-

вещественной. В частности, для оператора Шрёдингера Л=—А+
+q{x), где а(х, |) =%2+ q(x), формула (8.32) после интегриро-
интегрирования по | записывается в виде

N (А.) ~ Bя)-« о)„ J (X-q (x))f dx, (8.33)

где (X—q(x)) + =max @, К—q{x)).
Пример 8.2. Пусть X — компактное «-мерное многообра-

многообразие без края. Рассмотрим тогда алгебру всех классических

п. д. о. на X и под ог(Л) будем понимать главный символ опера-

оператора Л. Тогда надо считать, что М=Т*Х, dv= {2zi)-ndxd\, где

dxd\ — каноническая мера на Т*Х, определяемая в каждой ко-

координатной окрестности локальными координатами х и соответ-

соответствующими двойственными координатами |. Соотношение (8.24)
обращается в равенство, а формула (8.31) показывает, что
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верно что-то вроде (8.29), т. к. мы можем разбить наш п. д. о.

на X в сумму операторов, у которых ядра сосредоточены в пря-
прямом произведении пары координатных окрестностей. Отсюда по-

получается ожидаемая формула (8.30), в которой а — главный
символ оператора А.

Пример 8.3. Если X — многообразие с краем (например,
область в Rn), то можно ожидать, что край не влияет на глав-

главный член асимптотики функции N(X). В этом контексте стано-

становится понятной формула (8.15), поскольку главный символ

оператора Лапласа равен —1||2 и

Bn)-nmes{(x, 1) : *6Q, |||2<Я.}= Bn)-"mesQ-(on-r/2.

Укажем еще некоторое простое, но важное обобщение фор-
формулы типа (8.30) и описанной идеи. Пусть значения символа

o(v) сами являются не числовыми, а операторными функция-
функциями (например, матричными) со значениями в пространстве опе-

операторов в каком-либо более простом пространстве, чем исход-
исходное (быть может, зависящем от v). Обозначим след оператора

a(P)(v) через trtr(P)(v), чтобы отличать его от следа Тг изу-
изучаемых операторов. Вместо (8.29) надо считать выполненным

соотношение

TrP~jtra(P)(v)c?v
м

(8.29')

и тогда надо ожидать, что вместо (8.30) имеет место асимптотика

N (А.) — J trЕх(a(v))d\= 2mes {v.Xj(a(v))< A}, (8.30'>
м i
J
м

где Et.(a(v))—спектральный проектор оператора a(v) (надо^
считать, что a(v) самосопряжен), а A.j(a(v))—собственные
значения оператора a(v). В случае, когда все пространства, в

которых действуют операторы a(v), одномерны, формула
(8.30') переходит в (8.30). Простейший пример применения
(8.30') —матричные операторы примеров 8.1—8.3 или операто-
операторы в сечениях векторных расслоений в примере 8.2. Более
сложный случай: при рассмотрении операторов на многообра-
многообразии X с краем У, вырождающихся на У, в качестве a(v) полез-

полезно, наряду с обычным символом, рассматривать операторный
символ, заданный при v&T*Y\Q (кокасательное расслоение к

У без нулевого сечения), действующий в пространстве L2(R+)
как п. д. о., символ которого получается из символа исходного

оператора фиксированием точки x'?Y и двойственной перемен-
переменной l'=v.

Хотя априори изложенные соображения, приводящие к фор-
формулам (8.30), (8>30')> являются лишь эвристическими, оказалось,
что во многих случаях их можно сделать строгими. Впервые
это было сделано в ситуации примера 8.1 (т. е. для операторов
в R") для операторов с символами Вейля классов G™ (см. § 1)

ПО

в работе В. Н. Туловского и М. А. Шубина (см. изложение
этой работы в книге [46, гл. IV.]). Основная идея состоит в том,

что если вместо характеристической функции %\ взять подходя-

подходящим образом сглаженную функцию %ъ то оператор <z?A с симво-

символом iK (а (х, |)) будет обладать свойствами, близкими к свойствам

спектрального проектора Ех- Например, можно считать, что

&*\ = <S/\, а оператор &\—&х при А.->+оо мал по ядерной
норме по сравнению с функцией

V (X)=Bя)-" mes {(я, 1): а (х, I)

задающей предполагаемую асимптотику. Отсюда следует, что

асимптотически при А,-*—Ь°° собственные значения оператора
dfx. группируются вблизи точек 0 и 1. Подпространство, натяну-
натянутое на собственные векторы оператора <2ГХ с собственными зна-

значениями, близкими к 1, надо использовать как пробное под-

подпространство L в вариационном принципе (8.6) или (8.7), пред-
предварительно доказав оценку типа

(Г* (А—А,/)еГх<САЛ-е (8.34)

с какими-нибудь е>0 и С>0, не зависящими от А,. Это дает

оценку снизу для N(%) через величину порядка Тг dfx~ У (А,).
Аналогично, рассматривая ортогональное дополнение к этому
подпространству L и используя оценку типа

(/—dfх) (А—А,/) A—ёГх) ^—С№~', (8.35)

можно получить оценку сверху для N(K). Обе эти оценки вместе

дают нужную асимптотику. Оператор &х, имитирующий свой-
свойства проектора Еи естественно называть приближенным спект-

спектральным проектором. Метод нахождения асимптотики с по-

помощью приближенного спектрального проектора разрабатывал-
разрабатывался рядом авторов, но наиболее существенным образом он был

развит в работах С. 3. Левендорского (см. например, [24] и

имеющиеся там ссылки), применившего его к широкому классу
задач, в частности, к неэллиптическим и вырождающимся опе-

операторам, системам, различным задачам с малым параметром
(например, задачам квазиклассики и задачам теории оболо-

оболочек). Этот метод позволяет дать и оценку остатка в асимптоти-

асимптотике, хотя и не такую точную, как метод гиперболического урав-
уравнения.

Отметим еще, что в задаче об асимптотике собственных зна-
значений оператора с Л-символом Вейля а(х, |) (т. е. оператора с

символом Вейля а(х, Л|)) асимптотика функции распределения
Nh(%) при /i-v-f-О и при фиксированном А, должна иметь вид

(в соответствии с формулами § 1 и изложенной выше идеоло-

идеологией) :

: a(xt (8.36)
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Эта формула также может быть обоснована (при надлежащих

предположениях) методом приближенного спектрального про-
проектора (см. [46, добавление 2],) или другими методами.

8.4. Тауберовы методы. Тауберовы методы основаны на изу-

изучении поведения некоторых функций от собственных значений,
после чего применение так называемых тауберовых теорем поз-
позволяет сделать вывод об асимптотическом поведении самих

собственных значений. Приведем пример такой ситуации.
Рассмотрим %'функцию %a(z) положительного самосопря-

самосопряженного оператора А с такими собственными значениями

Я^Яг^Яз^ , что X^cj* при каких-нибудь с>0 и е>0 (или,
что то же самое, #(Я)=^С1Яа при каких-нибудь Ci>0, a>0):

B)- ,*=* j k*dN(\). (8.37)

Интеграл здесь заведомо сходится для 2, лежащих в неко-

некоторой полуплоскости Rez<—\io, и определяет голоморфную
функцию от 2 в этой полуплоскости.

Предположим, что функция #(Я) допускает следующее
асимптотическое разложение при Я-*--т-°°:

г—1

N (Я)—2 с*Яа*+О (Яа'), (8.38)

где cco>ai> ... >«,._!>«,. Подставляя это разложение
в интеграл и заменяя интеграл на такой же интеграл в пре-
пределах от 1 до -роо, мы получим, что

г—\

(8.39)

где функция pr(z) голоморфна при Rez>ar. Таким образом,
если N(K) имеет разложение (8.38), то функция %А имеет меро-

морфное продолжение в полуплоскость {z:Rez>Or} с просты-
простыми полюсами в точках аь, причем вычеты этих полюсов равны

cka,h, так что по полюсам и вычетам функции ?А можно восста-

восстановить все члены асимптотического разложения (8.38), соот-

соответствующие показателям а*>0.
Гипотетическое разложение (8.38) в реальной аналитической

ситуации почти никогда не встречается. Для эллиптического

оператора на замкнутом многообразии X размерности «>2t

вообще говоря, можно написать только один член такого раз-
разложения, например, для оператора Лапласа — Бельтрами А

на единичной сфере ^cR"*1 собственные значения ц*=

— —k(k+n— 1), А =0,1,2 имеют столь высокую крат-

кратность #*=•(*"?*).— (/t~*~*~~2)» что второй член асимптотики

(8.38) для функции распределения N(K), соответствующей опе-
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ратору А ——А, уже не может существовать. Тем удивительнее,
что мероморфность ^-функции все же имеет место в самом об-
общем случае.

Теорема 8.3 (Сили [98]). Пусть А — классический само-

самосопряженный псевдодифференциальный оператор порядка т>0
на замкнутом /г-мерном многообразии X. Тогда его ^-функция
%a = %a(z) допускает мероморфное продолжение во всю комп-

комплексную 2-плоскость с возможными простыми полюсами в точ-

точках арифметической прогрессии 2j=(/—п)/т, / = 0, 1, 2
В точке 2 = 0 полюса на самом деле нет, а если А — дифферен-
дифференциальный оператор, то полюсов нет и во всех точках 2=
= 0, 1, 2,....

Вычеты всех полюсов и значение в точке 0 (значения в точ-

точках 0, 1, 2,... в случае дифференциального оператора А) могут
быть записаны в виде некоторых интегралов по S*X (расслое-
(расслоению кокасательных сфер) от выражений, рекуррентным об-
образом выписываемых через однородные компоненты символа.

Например, вычет г0 первого полюса z§=—п/т выражается че-

через главный символ От формулой, записываемой в любых
локальных координатах (с последующим применением разбие-
разбиения единицы) в виде

/V=
- Bn)-nmr1 f dx \ a-"»" (x, g) dSb (8.40)

х igi-i

где dSt — стандартная мера на единичной сфере {1:|||=1}.
Возвращаясь к связи (8.38) и (8.39), мы получим, что коэф-

коэффициент с0 в главном члене асимптотики (8.38) имеет вид со=
= г0/ао=г0/гъ=—гот/п. Легко проверить, что это согласуется
с формулой Вейля примера 8.2.

Доказательство теоремы 8.3 основано на описании структу-
структуры комплексных степеней оператора А, данном на языке псев-

псевдодифференциальных операторов в § 1. Вычисляя Х>А(г) =
=ТгЛ2 с помощью разбиения единицы, использования локаль-
локальных координат на X, перехода к однородным компонентам ап-

аппроксимации символа оператора А" и затем к полярным коор-
координатам в множестве {(*,!) : |1|^1}, мы увидим, что дело сво-

сводится к мероморфному продолжению интегралов

Z—Zj

Теорема 8.3 верна и для несамосопряженных операторов А
в случае, если имеется луч в С, проходящий через 0 и свободный
от значений главного символа От (в этом случае надо считать

t,A(z)=TrAz или определять %a(z) с помощью первого из ра-
равенств (8.37)). Теорема типа теоремы 8.3 верна и в случае опе-

оператора на компактном многообразии с краем, если под А по-
понимать самосопряженный оператор, определяемый дифферен-
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циальным эллиптическим формально самосопряженным опера-
оператором L с однородными эллиптическими краевыми условиями,

удовлетворяющими (вместе с L—XI) условию эллиптичности с

параметром, когда параметр X меняется на (—оо, 0] (Сили
[99], ?100]). Случай псевдодифференциальных краевых задач

значительно сложнее ([68], [95.]).
Вместо ^-функции можно рассмотреть ядра Kz= Kz(x, у}

комплексных степеней Az оператора А, как функции от z при
фиксированных х,увХ. Если Rez<—п/т, то такое ядро яв-

является непрерывной функцией по х, у на ХхХ, голоморфной по

z. При этом для значения на диагонали Kz(x,x) верно утверж-
утверждение, аналогичное теореме 8.3, т. е. функция z>-*Kz(x, x) меро-
морфно продолжается во всю плоскость С с возможными полю-

полюсами в точках той же арифметической прогрессии г;= (/—п)/тг
/ = 0, 1, 2,.. ., исключая точку 2=0, где полюса нет (и все це-

целые z^O в случае дифференциального оператора А). Вычеты
полюсов и значение при 2=0 могут быть заданы формулами
того же типа, как описано выше. Например, вычет первого по-

полюса в точке 2о=—п/т получается, если в формуле (8.40) опус-
опустить интегрирование по х. При хфу функция z>-*Kz(x,y) про-
продолжается до целой функции от z, обращающейся в 0 при 2=0

(и при всех целых 2^0 в случае дифференциального опера-
оператора).

Введем теперь спектральную функцию оператора А — ядро
е(Х, х, у) спектрального проектора Ех. Она имеет смысл для

любого самосопряженного оператора А в L2(X), но если опе-

оператор А имеет дискретный спектр и полуограничен снизу, та

она выражается через его собственные значения Xj и нормиро-
нормированные собственные функции по формуле

В частности, в условиях теоремы 8.3 отсюда следует, что

е(Х, •> •)GC00(A"xA") при каждом фиксированном X. Функция
Х^-е (X, х, х) монотонна по X при каждом фиксированном х.

Более того, ядро е(Х', А", х, у) = е(Х', х, у) — е{Х", х у) при
Х'~>Х" неотрицательно определено, т. е. для любого набора
точек Х\, ..., xn?X матрица || е (X', X", xt, xj) ||^y=1 неотрица-
неотрицательна. Используя этот факт с Лт= 2, легко доказать, что

функция Х^е(Х, х, у) имеет ограниченную вариацию на каждом

ограниченном интервале Я-оси.
Заметим теперь, что ввиду формулы

между ядрами Кz (х, у) и е (X, х, у) имеется следующая связь:

Кг{х, у)=\ X*de(X, х, у), (8.41)
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где дифференциал d берется по X. Здесь интеграл можно пони-

понимать в слабом смысле, однако при Re2<—п/т этот интеграл
сходится как интеграл Стилтьеса при любых фиксированных х,.
у. Формула (8.41) может быть использована для получения ин-

информации о спектральной функции на основе изучения ядра Кг
по указанной схеме с учетом уточнений, даваемых ниже.

Теорему 8.3 можно применить для изучения и вычисления:

индекса благодаря формуле Атьи—Ботта

ind А= 1,1+a*a (z)— Zi+aa* (z),

вытекающей из того, что все ненулевые собственные значения;

операторов А*А и АА* совпадают (и имеют одинаковую крат-
кратность). Удобнее всего взять в правой части 2=0, поскольку зна-

значение правой части при 2=0 выражается через символ операто-
оператора А. Таким образом, получается выражение индекса через ин-

интегралы от выражений, содержащих символ и его производные..
Одно из доказательств знаменитой теоремы Атьи—Зингера об

индексе основано на упрощении полученной таким образом
сложной формулы (содержащей, в частности, младшие члены

символа) с помощью теории инвариантов (см. Атья, Ботт, Пато-

ди [48]).
Перейдем, наконец, к вопросу о том, какую информацию об-

асимптотике N(X) можно получить из теоремы 8.3. Здесь основ-

основную роль играет следующая теорема (см. например, [46]):
Теорема 8.4 (глауберова теорема Икехара). Пусть

функция ?л(г) выражается через неубывающую функцию N (Х)*~
равную 0 при Я<0, по формуле (8.37), интеграл в (8.37)<
сходится при Rez<— k0, где &0>0, причем функция Z,A(z)+

1 г°

непрерывна в замкнутой полуплоскости Re2<—k0.
>• -\- оо

1
г +

Тогда при

JV (Я.) о О))-

Таким образом, из теоремы 8.3 получается вейлевская асимпто-

асимптотика

N (X) = с0Хп1т A + о A)) (8.42)

в случае самосопряженного полуограниченного снизу эллипти-

эллиптического оператора А порядка т на /г-мерном замкнутом много-

многообразии X (условия Л>0 можно добиться, заменив А на Л+
+ cl, где с>0 достаточно велико). Вся информация о ?-функ-
пии, кроме информации о первом полюсе, пропадает и ее не-

неудается использовать для улучшения асимптотики (8.42). Точно-

также в несамосопряженном случае, если главный символ комп-

лекснозначен, не удается использовать информацию о ^-функ-
^-функции (и другие известные методы) для получения хотя бы глав-

главного члена асимптотики собственных значений.
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Используя мероморфное продолжение функции z—*-Kz (х, х),
легко вывести из теоремы 8.4 асимптотику спектральной функ-
функции е(к, х, х). А именно, в условиях теоремы 8.3 получаем при

в (Л,.ж, х)=со(х)Хп"» A+0A)), (8.43)

где Со(дг) в локальных координатах записывается в виде

co(x) = B*)-mes{|:a»(x, |)<1}. (8.44)
Асимптотика (8.43) равномерна по х и ее интегрированием
можно получить асимптотику (8.42) для N(k). Никакой асимп-
асимптотики и даже оценки е(Л, х, у) голоморфность функции
jgi-* Кг(х, у) при хфу не дает, ввиду отсутствия монотонности

функции % -+ е(К, х, у) по X.
Вместо ^-функции ?,A(z) можно прямо использовать след

резольвенты Тг (Л—zl)~l (этот след имеет смысл при т>п, в

противном случае надо заменить А на Л* при достаточно боль-

большом k) и извлекать информацию о поведении N(k) из инфор-
информации о поведении ее преобразования Стилтьеса

Тг (Л—zl)~l = j(Ji—z)'ldN(X).
.Другой вариант тауберовой техники — использование функции

e~t%l == Тг е-'А= f e-vdN (k).9л (t) =2 e

j-i

'При этом оператор e~tA обычно изучают как разрешающий
•оператор задачи Коши для параболического уравнения

—1=
_ Аи, и |<-о— щ.

Ядро K—K{t, х, у) оператора е~'А, представляющее собой фун-
фундаментальное решение задачи Коши, обычно строится методом
Леви, описанным в [21, § 5 гл. 2]. В предположениях теоре-
теоремы 8.3 функция 8Д@ допускает при t-*-+0 асимптотическое

разложение, из которого также можно извлечь асимптотику
(8.42). Именно этот метод был исторически первым тауберовым
методом, с помощью которого Карлеман [57] впервые устано-
установил асимптотическую формулу (8.43) для спектральной функ-
функции оператора Лапласа в области. Подробности о методе пара-
параболического уравнения и о резольвентном методе можно найти
в статье Г. В. Розенблюма, М. 3. Соломяка и М. А. Шубина о

спектральной теории дифференциальных операторов в одном из

следующих томов этой серии.
8.5. Метод гиперболического уравнения. Метод гиперболиче-

гиперболического уравнения, предложенный Б. М. Левитаном [25], яв-

является тауберовым методом, основанным на использовании пре-
преобразования Фурье и его аналогов. Он позволяет получить
наиболее точную информацию об асимптотическом распределе-
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нии спектра, хотя и в узком классе задач. Опишем этот метод.

в его простейшем варианте.
Пусть Л—классический эллиптический самосопряженный

псевдодифференциальный оператор порядка т>0 на замкну-

замкнутом л-мерном многообразии X с главным символом аю=
= ат(х, 1)^0. Заменяя, в случае необходимости Л на А + С1Г
где С>0 достаточно велико, можно считать, что Л>0. Перейдем
от Л к оператору В=А1/т, который также является классиче-

классическим псевдодифференциальным оператором порядка 1 с глав-

главным символом Ь\ = апУт. Функции распределения спектра NA(X}
и NB(k) операторов А и В связаны очевидным соотношением

NA(Km) =NB(X), так что достаточно изучить асимптотику функ-
функции NB(X). Рассмотрим преобразование Фурье соответствующей
меры

~~

~*Л (8.45)

где \ij
— собственные значения оператора В, сумма и интеграл

понимаются в обобщенном смысле. Введем теперь оператор-
U(t)=e~iBt, являющийся разрешающим оператором задачи

Коши

|^ = _гВи, u\i^o=ao, (8.46>

где u = u(t, x), /6R, х&Х; uo=u0(x)z хвХ. Эта задача является,

простейшей гиперболической псевдЪдифференциальной задачей
Коши и ее разрешающий оператор U(t) является гладко завися-

зависящим от t интегральным оператором Фурье (см. § 4). Структура
этого оператора дает возможность описать особенности его ядра-

U(t, х, у). В частности, легко доказать, что если

WF'(^) = {((*, 1), УШ I (*. У' 6. —riNWF(t/)},
то

., •))<={((*. |), Ф'(*. Ъ))\(х. 1)*Г*Х\0}, (8.47>
где Ф' — гамильтонов поток, определяемый на Т*Х гамильто-

гамильтонианом bi=a7n1/m. Отсюда, в частности, следует, что если и=

= u(t, x) —решение задачи Коши (8.46), то

WF(u(t, •))®*(WF(u0)), (8.48)
что дает существенную информацию о распространении особен-

особенностей. Заметим, что формально

a @= Тг U (t)= J U (t, х, х) dx (8.49>
х

(эта формула на самом деле приобретает точный смысл после

умножения на произвольную функцию (p=(p(OeCo°°(R) и интег"

рирования по t и в таком регуляризованном виде она легко до-

доказывается). Поскольку U(t, х, у) является гладкой функцией
от t со значениями в 2)' (ХхХ), функция а будет гладкой при:
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таких to, что для близких значений t ограничение U(t, x, х) на

диагональ А = {(дг, x)}czXxX непрерывно зависит от обобщен-
обобщенной функции U(t, •, •) (при этом это ограничение U(t, x, х)
надо понимать как элемент &)' (X), зависящий от t). Но это за-

заведомо так, если выполнено микролокальное условие сущест-
существования ограничения на диагональ (см. § 3):

WF(?/(/, •, -))fW*A = 0, (8.50)
где N*A-— конормальное расслоение к диагонали, т. е.

ЛГ*Д = {(*, х, I, —%)\xeX}czT*(XxX).
С учетом (8.47) невыполнение условия (8.50) означает, что су-
существует такая точка (х, |) czT*X\0, что Ф'° (x,Q = (x,%), т. е.

to—период гамильтонова потока Ф' (в этом случае (дг, |) назы-

называется периодической точкой потока Ф'). Таким образом,

singsuppcrc={*: 3(лг, |NГ*Х\О, Ф'(дг, I) = (х, |)}. (8.51)
Это соотношение, впервые обнаружено независимо Шэзареном
и Колен-де-Вердье (см. [104]). Оно называется соотношением

Пуассона, поскольку в простейшем случае оператора А =
=—d2fdx2 на окружности Sl = R/TZ (здесь Т>0); оно вытекает

мз формулы суммирования Пуассона

(8.52)

Из соотношения Пуассона (8.51) ясно, что для изучения
асимптотики ЛГ(Я) при Я-^ + оо наиболее важно знать поведе-
поведение a(t) вблизи периодов гамильтонова потока. Наиболее важной
является здесь точка *= 0. Особенность а при t -*¦ 0 называется
большой сингулярностью. Уже из ее изучения можно получить
существенную информацию об асимптотике функции Nb (Я).
Отметим, что эта особенность является изолированной и в этом
важная черта метода гиперболического уравнения. Выберем
функцию pe-S(R) такую, что p6C~(R), p(O) = l, р(Я)>0, р@)>0.
Тогда функция ра является преобразованием Фурье функции

(p*dNB) (Я)— j p (Я- ц) dNB Qi).

Анализируя особенность функции ра (если suppp достаточно
мал, то можно считать, что функция ра имеет особенность
только в точке 0), легко получить, что имеется полное асимп-
асимптотическое разложение

(p*dNB) (Я)=cuXn~l +^Я" +с2Я"-3+ (8.53)
Тауберова теорема Б. М. Левитана дает возможность вывести
отсюда асимптбтику

NB (Я) *= C(fCx№ -\-О (Л" ), (8.54)
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равносильную асимптотике

N (Я) = Со/г-'Я""» + О (А.<я-1)/«). (8.55)
Эта асимптотика в указанном контексте получена Хбрмандером
|74], впервые применившим интегральные операторы Фурье
в спектральной теории. Оценка остатка в (8.55) в общем случае
неулучшаема, как показывает рассмотрение оператора Лапласа—

Бельтрами на стандартной единичной сфере. При дополни-

дополнительных предположениях геометрического характера можно

получить и второй член асимптотики. Это было впервые сделано
Дюйстермаатом и Гийемином [62]. Первый шаг их метода состоит

в замене р на ~рГ, где pr(t) = p(t/T) и Г-^ + оо. Теперь уже

при установлении асимптотики для pT*dNB(ty при Я-з- + оо

надо знать особенности функции pro, для чего нужна инфор-
информация об особенностях а на отрезке длины порядка Т. Нужная
информация получается, если множество периодических точек

потока ф' имеет меру 0. Более того, вместо периодичесдшх
точек достаточно рассматривать абсолютно периодические
точ-ки, т. е. такие точки (х, |)б7'*А'\0, что график отображе-
отображения Ф' в точке ((х, |), Ф' (х, I)) имеет бесконечный порядок
касания с диагональю. При этом предположении для любого

Т > 0 оказывается справедливой формула

pr*dNB (Я) = с0Яп-] + СхЯ"-2 + о (Я" ), (8.56)
из которой с помощью некоторого уточнения тауберовой тео-

теоремы Левитана можно получить, что

Nb (Л) = cjrW+ ci(n — I)-1*"-1+о (Я" ) (8.57)
или

N (A) с1(п — -1I*+о (Я<п-1>"п). (8.58)

Здесь коэффициент С\ выражается через субглавный символ

оператора А и равен 0 в случае, когда оператор А является

дифференциальным.
Асимптотические формулы (8.55) и (8.58) были распростра-

распространены на случай многообразий с краем X В. И. Иврием и

Д. Г. Васильевым (их результаты уже формулировались выше в

п. 8.2). Здесь также применяются некоторые аналоги только что

описанного метода гиперболического уравнения, однако, с очень

существенными модификациями.
Оценка остатка о(Я(п~1)/т) в (8.58) в некоторых случаях мо-

может быть улучшена. А именно, для оператора Лапласа—Бельт-

Лапласа—Бельтрами на замкнутых многообразиях отрицательной кривизиы Бе-

рар [51] доказал возможность заменить о(Я(п~1)/2) на О(Я(П~П/2/
/logЯ). А. В. Воловой [15] распространил этот результат (воз-
(возможность заменить о(Я(п~1)/т) на O(№n~1)/m/]ogX)) на некоторый
класс операторов произвольного порядка т>0 (на замкнутом

многообразии), а также при некоторых предположениях дока-
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зал асимптотику с оценкой остатка О(Я<п-1)/т-г), где е>0. Эти

результаты требуют более точного учета зависимости от Г в

асимптотиках типа (8.56); это делается на основе изучения по-

поведения U(t) при |/|->-+оо. Для спектральной функции е(Я, х,
у) операторов 2-го порядка в R" с коэффициентами, постоянны-
постоянными в окрестности бесконечности, а также оператора Хилла

(оператора Шрёдингера с периодическим потенциалом на R1)
удается получить даже полное асимптотическое разложение по

степеням Я (см. [13], [39], [45]).

ЛИТЕРАТУРА

Теория псевдодифференциальных операторов в ее современной форме
возникла в середине 60-х годов. Ее возникновению предшествовало длитель-
длительное развитие и совершенствование теории сингулярных интегральных и ин-

тегродиффереициальных операторов (см. [1], [32], [54], [56], [102]), но лишь

формулировка основных элементов на языке преобразования Фурье в работе
Коиа и Ниреиберга [80] позволила дать теории окончательное оформление,
а в дальнейшем широту и размах, позволившие ей охватить практически все
области линейной теории уравнений с частными производными. В дальнейшем
в ходе естественного развития теории псевдодифференциальных операторов,
соединив ее идеи с концепциями, возникшими в теории асимптотических мето-
методов ([26]), появилась теория интегральных операторов Фурье, прямым пред-
предшественником которой является теория канонического оператора Маслова
(см. [12], [26], [30],,'[33], [34], [85]). В сочетании с широким использова-

использованием введенного Сато и Хёрмаидером ([75], [97]) понятием волнового фронта,,
эти идеи образовали одно из основных направлений современного развития
теории линейных уравнений в частных производных, называемое микроло-
микролокальным анализом.

Различные аспекты микролокального анализа и его приложений обсуж-
обсуждаются в [2], [3], [18], [19], [20], [33], [34], [35], [37], [40], [46], [47], [48],
[50], [63], [66], [68], [69], [73], [76], [83], [87], [88], [89], [94], [98], [103], [104].В [5] и в обзоре В. И. Арнольда и А. Б. Гивенталя в т. 4 этой серии можно
найтн изложение симплектической геометрии, а в [6] и [61]—обсуждение
метода стационарной фазы с вырожденными критическими точками.

Возникновение (теории псевдодифференциальных операторов было стиму-
стимулировано потребностями теории индекса (см. [43], [91], [95]).

В [7], [11], [12], [26], [27], [28], [29], [30], [Щ, [34], [4,1], [42], [78],
[85] обсуждаются асимптотические методы и различные их применения.

В [9], [10] можно найти обзор классических вопросов, связанных с асимп-
асимптотикой спектра (по поводу дальнейшего прогресса в этой области см. [78}
и готовящийся обзор Г. В. Розенблюма, М. 3. Соломяка и М. А. Шубина
н этой серии). По поводу геометрии спектра см. кингу Берара [52].

Отметим еще, что комментарии к работам И. Г. Петровского в [36] со-
содержат обзор весьма разнообразных вопросов современной теории линейных
уравнений с частными производными, которая столь многим обязана
И. Г. Петровскому.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данный обзор посвящен методам решения и исследования

уравнений вида

Ри(х)**Р(дх)и(х)=*

Здесь a= (ai, ..., а„) —мультииндексы, 0^=0,1,2,... при
k—\, ...,«; р*еС, и

Основные методы исследования таких уравнений — преобразо-
преобразование Фурье и теория обобщенных функций.

Уравнения вида @.1) используются в математической физи-
физике для описания различных явлений в теории упругости, аку-
акустике, электродинамике, квантовой механике. Исследованием
свойств решений этих уравнений и нахождением формул для их

решений занимались еще в XVIII—XIX вв. Эйлер, Даламбер,
Лаплас, Фурье, Бессель, Пуассон, Кирхгоф, Хевисайд, Грин.
С начала XX века вплоть до 40-х годов существенные резуль-
результаты в этой области были получены в работах Адамара, Рисса,
Герглотца, И. Г. Петровского, Гординга, Лере. В последующие
десятилетия в работах Шварца, И. М. Гельфанда, Г. Е. Шило-

Шилова, Мальгранжа, Эренпрайса, Хёрмандера и других была соз-
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дана достаточно общая теория таких уравнений. Это оказалось
возможным на основе теории обобщенных функций, возникно-
возникновение и развитие которой было тесно связано с изучением
уравнений математической физики.

Основной метод исследования уравнений @.1) — разложение
f(x) и и(х) в интегралы Фурье, т. е. разложение по гармоникам
вида

и (х) = j е-иьй (?) d\, f (х) = J е- /(g) сЦ; @.2)
х,

Дело в том, что экспоненты е-'*6 являются собственными функ-
функциями оператора Я вида @.1):

где

2
1<*.\<т

@.3)

Я(I) —символ оператора Я—это собственное число, соответ-

соответствующее собственной функции е~"&. Следовательно, представ-
представление Фурье @.2) есть разложение по собственным функциям
оператора Р и, стало быть, приводит оператор Я к диагональ-

диагональному виду, после чего уравнение @.1) легко решается. Напри-
Например, если /(х)= /A) ?-'¦*§, т. е. / (х) содержит только одну
гармонику, то и(х) также можно искать в виде й(|)<?-г*8. Под-
Подставляя функцию и(х) такого вида в @.1), мы получаем ввиду @.3L

Р A)и (|) = /(|). @.4)
Отсюда й(|)= /(ё)/Я(|), если ЯA)=^0. Если же Я (|) = 0, то

и (|) — произвольное число при /(|)= 0 и м(|) не существует
при /A)ф0. Подобный анализ оказывается возможным и в общем
случае произвольной функции /(х) с использованием разложе-
разложений @.2). При этом таюке получается тождество @.4), которое
выполняется для всех |, откуда формально

«(!)= -^ при всех |. @.5).

Подставляя в @.2), находим формально

--iJLg-^. (о.6)
Главная трудность в реализации этой программы состоит

в том, чтобы придать смысл формальным выкладкам @.2), @.4) —
@.6) и обосновать возможность деления в @.5). Эти проблемы
возникают из-за того, что оператор Р, определенный на функ-
функциях во всем пространстве R", имеет непрерывный спектр, и его
собственные функции е~^ не принадлежат пространству L2(R%
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т. е. являются «обобщенными» собственными функциями в смысле

Гельфанда — Костюченко — Левитана [20]. Соответственно,
и «коэффициенты» й(|), /(|) разложений @.2) оказываются

обобщенными функциями. В связи с этим, теория обобщенных

функций является основным инструментом исследования урав-
уравнений вида @.1) и поэтому мы начинаем данный обзор с ее

конспективного изложения в главе 1.

В главе 1 напоминаются основные правила действий с обоб-

обобщенными функциями. Строятся решения уравнения @.1) с про-

произвольной правой частью f(x) в виде свертки f с фундамен-
фундаментальным решением уравнения @.1).

В главе 2 вводится преобразование Фурье обобщенных-
функций при помощи замыкания по непрерывности. Излагается

теория Пэли—Винера преобразования Фурье в комплексной

области и связь свертки с преобразованием Фурье. Эта теория
находит важные применения, например, при обосновании дис-

дисперсионных соотношений в квантовой теории поля [6] и при по-

построении операционного исчисления (см. § 3 гл. 3).
Глава 3 посвящена существованию и гладкости решений

уравнения @.1). Излагается схема решения проблемы деления

@.5), теория разрешимости уравнений вида @.1) в конусе, опе-

операционное исчисление, вводятся основные понятия теории урав-

уравнений в частных производных: понятия характеристики, биха-

бихарактеристики, волнового фронта. Подробно разъясняется смысл

этих понятий. Излагаются результаты о распространении осо-

особенностей для вещественных уравнений главного типа, класси-

классическая «лемма Вейля» о гладкости обобщенных решений эллип-

эллиптических уравнений.
В главе 4 при помощи единого метода, обобщающего метод.

комплексных степеней Рисса [63] вычисляются в явном виде

фундаментальные решения всех вещественных уравнений второго
порядка с невырожденной квадратичной формой. Для однород-

ных операторов вида Р=2 ±—т ПРИ пЧ=1 фундаментальные-
,-=1 дхг

решения поручаются в виде аналитического продолжения функ-
функции Ср* (где p=B±-xf|1/2N| по Я в точку Я= — (и—2), а для

неоднородных операторов вида Я = _^ +—j+ <7, где q?

(в частности, для оператора Клейна — Гордона)— в виде анали-

аналитического продолжения бесселевой функции Cpv/V(p) B точку

v= —^Y^~ (ПРИ гс^42)- Эти фундаментальные решения на языке-

несобственных интегралов («виселиц Адамара») построены им

еще в монографии [51]. Однако на современном языке теории

распределений эти фундаментальные решения были впервые.-
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вычислены в случае q=0 в [56] и [63], а для цфЪ — в данной
статье. Эти фундаментальные решения играют важную роль в

"задачах современной математической физики (см. [6]). Поэтому
мы уделяем большое внимание методам их вычисления и тех-

технике работы с ними.

В главе 5 излагается теория краевых задач в полупростран-
полупространстве. Указаны достаточные условия на краевую задачу, близ-
близкие к необходимым, при которых она имеет единственное реше-
решение для любых граничных данных, и необходимые условия на

дифференциальный оператор, при которых для него могут су-
существовать такие краевые задачи. При этом естественно воз-

возникает классическое разделение уравнений на уравнения гипер-
гиперболического, параболического и эллиптического типов, играю-
играющее фундаментальную роль в современной теории уравнений в

частных производных, хотя это разделение и не является все-

всеобъемлющим. Указаны «правильные» постановки краевых за-

задач для уравнений гиперболического, параболического и эллип-

эллиптического типов.

Глава 6, написанная В. А. Васильевым, посвящена обзору
теории лакун для гиперболических уравнений, развитой в рабо-
работах И. Г. Петровского, Атьи, Ботта и Гординга.

Через хк-+х мы обозначаем последовательность элементов

линейного топологического пространства X, сходящуюся к х&Х;
под непрерывными отображениями таких пространств мы для

простоты подразумеваем секвенциально непрерывные отображе-
отображения, хотя и не всегда это оговариваем.

Глава 1

ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ i

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Обобщенные функции и действия над ними

1.1. Дифференцирование обобщенных функций. Через
?D±=2)(Rn)=Co'(R") обозначается пространство пробных или

основных комплекснознаяных функций ср {х)&С°° (R"), равных
нулю при \x\~>R, где R может зависеть от <р. Сходимость в ЗИ>

определяется так: по определению, последовательность Ф*->ф
в 3>, если

1) Производные ф<а) любого порядка а=(аь...,а„) равно-

равномерно на R" сходятся к <р<а> (х): Уа

2) Для некоторого R, не зависящего от k,

0 при \x\>R.
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Через UD' = UD' (R") обозначается множество всех линейных

функционалов на 3), непрерывных относительно введенной схо-

сходимости в®. В ^'вводится слабая сходимость: по опреде-

определению, последовательность uk{x)?.2)' слабо сходится к и(х)?2)г
<7У

при со если

Ф>

[ocПример 1.1. Если u(x)eL[oc(Rn), то функционал от

вида

и:ф-*и(Ф)= < и(х), ф(л) > as J и (x)<p(x)dx A.2J

является элементом из 2D'(Rn).
Определение 1.1. Функционалы ыб<25' называются

обобщенными функциями или распределениями.
Определим для u^S)' по аналогии с A.2) «скалярное про-

произведение»

, ф(*)>="(ф), фб?>. A.3)

Отметим, что здесь и(х) —это просто символ, не обознача-

обозначающий значения, какой-либо функции и в точках х. Грубо го-

говоря, для обобщенной функции и «наблюдаемыми» величинами:

являются значения ы(ф) при фб<2?, а не и(х) при x&Rn. Часто
обобщенные функции будем называть просто функциями.

Пример 1.2. Знаменитая обобщенная 8-функция Дирака
[44] определяется тождеством

<б(дг), ф(*)>=ф@), феа>(я«). A.4)

Иногда такая функция б(дг) обозначается через 6п(х).
Пример 1.1 показывает, что пространство «классических*

функций L[0C(Rn) естественно отображается в ЗУ (Rn). Оказы-

Оказывается, разным функциям и(x)?Ll0C(Rn) соответствуют (по фор-
формуле A.2)) разные функционалы U.Q3)'. Поэтому отображение

i
у

?ioc(R'I)-»-iP/(R'1), определяемое A.2), является вложением, т. е.

i?ioc(R") можно отождествить с подмножеством в 2)' (R") и счи-

считать, что

С другой стороны, оказывается [18], [37], что ?iIoc(R") не совпа-

совпадает с ?>' (R"), поскольку Ь?2)\ но 6€?ioc(R"). Таким образом,

3>' (R")—более широкое пространство, чем ?ioc(R").
Замечательно, что такое расширение пространства Lioc(R")

является замкнутым относительно операции дифференциро-
дифференцирования:
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Определение 1.2. Для любой обобщенной функции
и(х) и любого мультииндекса а=(а1?.. .,«„) производная
<Э?и(-к)= и(а) (х) определяется тождеством

< и(«) (х), Ф (х) > = (- l)i«i < и(х), Ф<«> (jc) > , Ф62>- A.5)
Оказывается [18], [37], и<а> (;cNS>' при всех и6^9' и всех

мультииндексах а=(аь , а„), и оператор да :«•-*¦ и<«> (секвен-
(секвенциально) непрерывен в 2)' относительно слабой сходимости A.1).
Для и€С°°(Нл) производные д%и(х) совпадают с обычными про-
производными в смысле классического анализа. Ввиду плотности

C°°(R") в S)'(R"), такое непрерывное продолжение оператора
<?? на S>'(R") единственно.

Пример 1.3. Пусть Q(x)—функция Хевисайда («ступень-
(«ступенька»):

fl, x>0,
<L6>

Тогда < в' (х), ф (х) > = — < в, Ф' > —j Ф' (х) Лс—ф @), т. е.

°

A.7)
Пример 1.4. Производные от б(х): для

<6'(*), ф(х)>=-ф'(О); <б"<*), Ф(х)>=ф"@). A.8)

Чрезвычайно важную роль в приложениях играет следую-
следующая простая

Формула дифференцирования кусочно-глад-
кусочно-гладких функций.

Пусть u(xNC!(R\{a}), где aeR; обозначим

{и'{х)}=и'(х), хфа A.9)
— функцию, равную обычной производной от и(х) в тех точках

jcGR, где она существует. Предположим, что существуют преде-
пределы u(adzO) и (хотя это и не обязательно) существуют пределы
и'(а±0).

¦

Лемма 1.1. В смысле дифференцирования обобщенных
функций

и'(х) = {и'(х)}+М(х—а), A.10)
где

h =u(a+0)—u(a—0)
— скачок функции и(х) в точке х= а.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для ф (х) е2> (R)
оо а оо

< и', ф > = _ <и,ф')=—j щ'йх= — j m'dx— j uq>'dx=

= —иф|" —

хфа

Пример 1.5. Из A.10)
это соответствует A.7); |х|"

легко вывести, что в' (х)—8(х) —
= 28(х);

A.11)

1.2. Замена переменных в обобщенных функциях. Пусть
и /i: Rm-^Rn — гладкое отображение ранга п в каждой

точке t/6Rro. Тогда прообраз каждой точки atGR" есть гладкое

подмногообразие Tx=h~1(x) в Rro размерности у = т—п. На Г*
имеется гладкая мера cox(dy), которая обладает таким свой-

свойством: для любой функции f(t/)GC(Rm), равной нулю вне како-

какого-то (своего) ограниченного множества в Rm,

/ (У) A.12)

где dnx и dmy—формы элемента объема на R" и R соответ-
соответственно. Такая мера легко строится [55]. Можно показать, что

A.13)

где av(dy) — евклидова v-мерная мера на Тх, a G (у) — «-мерный
объем параллелепипеда, натянутого на векторы grad hi (у),
..., gradАп(у) (А(г/)=(Аг(у), ...

A.14)

Поскольку А имеет ранг п в каждой точке t/€Rm, то G (у) Ф 0.

Пример 1.6. Если т=п, то A:R"-^R" —диффеоморфизм,
Tx=hr1{x)— одна точка, ао(ГЛ) = 1, a

A.15)
— якобиан А в точке у.

Пример 1.7. Ее ли п

при t/GR .Тогда
1, то (у), и

A.16)
(у,)
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Пример 1.8. Если т= 3 и п= 2, то G(t/)=| [grad,
grad A2 (у)] | — модуль «векторного» произведения.

Предложение 1.1. Пусть rank , =п при

Тогда отображение и (х) *-*¦ и (А (у)) непрерывно действует из

С (R") в С (Rm) и продолжается до (секвенциально) непрерывного
оператора из 2>' (R") в 2>' (Rm) относительно сходимости A.1).

Доказательство. Возьмем и(-к)бС(R"); тогда из A.12)
получаем, что для ф (у)(*2> (Rm)
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Здесь

< и (А (у)), ф (у)} == j и (х) / J ф (у) сох (dy)\ d»x=

= (и(х), Ф (.*)>• A.17)

Ф (¦ Ф A.18)

Легко показать, что

A.19)

Например, можно разбить <р(у) в сумму функций с доста-
достаточно малыми носителями и в каждом носителе выбрать коор-
координаты уи..., ут так, чтобы ук(х) = hk(x) при k=\,.. ., п. По-
Поэтому отображение u(x)-*u(h(y)) непрерывно на C(R") отно-

относительности сходимости A.1) и допускает замыкание по

(секвенциальной) непрерывности на iZ>'(Rn).
Из A.17) замыканием по непрерывности получаем
Определение 1.4. Для и(

— - -- •

< " (А (у)), Ф (у) } — < и (х), Ф (х) > , фб^> (Rm). A,20)

Пример 1.9. Если A:Rn->-Rn —диффеоморфизм, как в при-
примере 1.6, то (p(x)=(f(hr1(x))/G(h-1(x)), и

< u{h (у)), Ф(у) > = < и(х), Jgr.'gj > . A.21)

Замечание 1.1. Условие, что А(#) имеет ранг я в каждой
точке */6Rm, не является необходимым для того, чтобы супер-
суперпозиция и (А (у)) имела смысл. Условие q>?2D(Rn) из A.19) может

выполняться для всех ув2)(Ят) при некоторых А (у), ие всюду

имеющих ранг т. Кроме «того, условие q>6^> (R") также не яв-

является обязательным. Грубо говоря, функция <р~(х) должна быть

гладкой лишь в тех точках х0, где и(х) имеет особенности,
и отображение А (у) должно иметь ранг п лишь в точках

yo = h-1(xo).
Пример 1.10. Если А(у)вС°°(Rm) и gradА(у) =?0 при

то, по определению A.17) и ввиду A.16), для 62>^га)

где r0= A-1(O){
Например, для

( }
| у j2 — со2, co6R\O,

A.23)
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Заметим, что правая часть формулы A.22) имеет смысл для

любых фбС (Го), если выполняется grad А (у) =^=0 при y=?Q, m>2, и

по

Определение 1.4. При условии A.24) определим 8i(h(y))
формуле A.22) считая, что ат_х ({0}) = 0, если ОбГо.
Приер 111 Если h(y)y\+ +У\У1 У2
формуле A.22) считая, что ат_х ({0}) 0, если ОбГо.
Пример 1.11. Если h(y)=y\+ ... +У\-У1+1— ...

d h H

~У2~

06
рр (y)y\+ +У\У1+1

невырожденная квадратичная форма, то grad h (у)=0 при у

6ГО. Однако условие A-24) выполняется при nt>3.
Отметим, что из определения A.22) вытекает формула

б (а (у) h (У))=^щ- б (h (у)), A.25)

если a(i/NCoo(Rm) и а(у)ф0 при #
Замечание 1.2. Условие A.24) дает возможность опре-

определить 8\(h(y)), но не пригодно для определения u(h(y)) с

произвольной функцией и&2> (R). Для каждой конкретной
функции мб.2)' можно найти свои условия типа A.24) на h(y),
при которых u(h(y)) имеет смысл и в каком-либо смысле не-

непрерывно зависит от отображения h из рассматриваемого клас-

класса. Например, обобщенная функция b\{h(y)), определяемая
формулой A.22), непрерывно зависит от /i^-jeC^R ) в классе

функций h(y), для которых gradh(у)Ф0 при г/бГо.

Отметим, что выражение A.22) совпадает с результатом

«обычного» формального интегрирования с б-функцией как инте-

интегрирования по мере 6(h)dh=8@)(dh), сосредоточенной в точке

А= 0. А именно, выберем в окрестности поверхности Го коорди-
координаты (h(y), у'), где у' — локальные координаты на Го. Это воз-

возможно, если grad А (у) =? 0 при увТ0, и к^еС1^). Тогда dmy=~

Т] ' и поэтому

<P(Q, y'
| grad Л (г/) |

Пример 1.12. Пусть отображение A:R2-»-R—проекция:

Уи 1/2)=Уу Тогда для
"

< бх (Ух), Ф (у) > = < бх (х), ф (л) > = Ф @).^= j ф @, у2) dy2, A.27)
—оо

Аналогично,
оо

< бг 0/2), ф (у) > — J Ф (j/i, 0) dyi. A.28)
—оо
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—h{y)?=y— z—сдвиг на.

<?(x + z) > . A.29)

Ф6® (R"). A.30)

Пример 1.13. Пусть т=п, и х-

вектор z6R". Тогда, согласно A.21),
< u(y—z), <р(у) > = ( и(х),

В частности,

(8(у — z), <?(у)) =Ф(г),
Замечание 1.3. Из A.30) видно, что б (у — z) формально

есть интегральное ядро единичного оператора в 2)(Rn). Именно
поэтому Дирак в 1927 г. обозначил такую «функцию» буквой б,
по аналогии с б-символом Кронекера 8{J, который является

матрицей единичного оператора в R^: ^2 бгуфу-= фг для

<Р=(Фь ..., флг^", аналогично A.30) (см. [44]).
Пример 1.14. Если x = h(y)= ay, где a6R\0, то для

< и (ау),

В частности,

{Ь„(ау), ф(у);

^уг < 8D9G) > •

1

|Л|" тй-а.о/). A.32)

Таким образом, 8п(у)—положительно однородная обобщенная
функция порядка

— п н 6п(у) — четная функция.
Пример 1.15. Если x=h(y)=Cy, где C6GLr(«)—невы-

C6GLr(«)—невырожденная вещественная матрица, то обозначим ис(у)—и(Су):

< ас (У), Ф(у) > - < и (Су), у (у) > =|^Гс7 < и (*>• Ф(с л>> • (!-33)

В частности, если |detC|=l,To
(Ьп(Су), ф(У)>-Ф@)=>в«(С|/)= бяа/). A.34)

Следовательно, например, 6„(#.) инварианта относительно враще-
вращений СбО(я) и относительно преобразований Лоренца (сохра-
(сохраняющих квадратичную форму у\—у\— ... —у\).

1.3. Носитель обобщенной функции. Для функции ф(.*N
(R") ее носителем называется замыкание множества тех

где у>(

supp Ф ={xeRn:(f(x)^0}. A.35)
Очевидно, эиррф—компакт. Для открытой йбласти QcR" обоз-

обозначим S>(Q)= C;r(Q)=^€^>(Rn):si4^cQ}. По определению,

«Рй—-ф, если фй
(R ?Ф и supp<pkcK, где К—компакт в Q, не

зависящий от k. Вложение ^>(Q)c^(R") непрерывно, а двойст-
двойственное отображение 2)' (Rn)^-g>' (Q) по определению есть опе-

операция ограничения обобщенных функций и(х) на открытое
множество Q:u>-+u\q. Подробнее,
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<я|0, ф>а= <й. ф> ,

где < •, • > а—двойственность между (
Определение 1.5. Для и, v?2>'(Rn)

= v(x) при лей, если и|а=о|а> т- е.

и

скажем, что

A.36)

и(х)=

Предложение 1.2. ([18], [37[, [65]).
семейство открытых множеств Q^crR" й и|
где Q

Если {QJ—
то

A.37)
любое

и|а= 0,

Следовательно, существует максимальная область

crR", на которой u(x)= Q. А именно,
Q(a)c

Определение 1.6. Для и?2)'(R") носителем называется

множество

suppa=R"\Q(a). A.38)

Если supp иаК, где К—множество в R", то говорят, что

и сосредоточена на К. Обозначим ?>к={и&3)/ (Rn): supp ас/С}.
Если К замкнуто в R", то 2D'K—замкнутое подпространство в

2)' 2)^ по определению совпадает со сходимо-

сходимо:х>0},

A.39)

2)' и сходимость в

стью в 2)'.

Пример 1.16. suppe(.*)= R+, где R+ =

supp6(;c—a)=supp6(a)(.K—a)={a},
Очевидно, supp и—замкнутое множество. Для

носители A.35) и A.38) совпадают.

Определение 1.7. Через <S' = US' (R") обозначается

пространство распределений и (х)?2>г (R"), имеющих компактный
S' ?>'

носитель (см. [18], [37]). По определению, нА->и, если Ид,->и и

supp Ид,с К, где К— компакт в R", не зависящий от k. Распре-
Распределения и (х)е&" (R") называются финитными.

Для и(х)&$" скалярное произведение A.3) можно опреде-
определить при всех ф(д:)бС°°(Кп) и даже при <р (х) &С°° (Q), гладких

в какой-либо окрестности Q множества supp и. А именно, нуж-
нужно взять «срезающую» функцию Op(x)G?D(Q), равную 1 в неко-

некоторой окрестности множества supp и, и положить

>, A.40)

где 1р(*)ф(*)—° ПРИ *6Rn\Q. Здесь rlp(x)(p(xNg>(Rn) и опре-
определение A.40) не зависит от выбора функции $(х) с указан-
указанными свойствами. Легко показать, что 8'—двойственное про-
пространство к ^=С°° (Rn).
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Лемма 1.2 ([18], [72]). Если u6#"(Rn) и suppu= A", та

для Ve>0 при некотором целом т справедлива оценка

(R"), A.41)

где через Ке обозначается е-окрестность множества К.
Число т (наименьшее) называется (точным) порядком, обоб-

обобщенной функции и. Например, для 8(х) порядок /»= 0, для

б(а) (х) порядок т= I а |.

Пример 1.17. Ряд и(л) ¦*—A -«6R. сходится в

j

S)'(R), но supp и—не компакт, и порядок и равен оо (т. е. не

является конечным).
Из леммы 1.2 легко выводится

Следствие 1.1. (f18], [37]). Если и?2>' (R") и suppa=

={а}—одна точка обК", то

|а|<пг

при некоторых /п<оо и СабС (ср. A.39)).
Обобщим определение A.40).
Определение 1.8. Если u(x)'e2>'(Rn) и ф

= C°°(Rn), причем /C=suppuflsupp9 — ограниченное множе-

множество в Rn, то положим

<и(х), ф (*)> = <«(*). *(х)ф(х)>, A.42>.

где it(xN^)(Rn) и г|з(х) = 1 в некоторой окрестности множест-

множества/С.

Определение A.42) очевидно не зависит от выбора функции
¦ф (лг) с указанными свойствами.

1.4. Сингулярный носитель обобщенных функций. Аналогич-
Аналогично supp и определяется сингулярный носитель обобщенной

функции и(х) ?2)'(Rn):
sing supp и=R"\Q°° (и),

где Q»(e)=. U Q A-43)

—максимальная область, на которой ибС°°.
Для замкнутого множества KczR" обозначим S>'SK=

f=(и?2У (Rn): sing supp uczK} или иными словами 2>'SK=
3>rsK

По определению um -и, если

Замечание 1.4. Если sing supp иаК, где /CcrR", то под-

подстановка u(h(y)) имеет смысл при меньших ограничениях на Л,
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чем выше. А именно, при определении u(h(y)) достаточно по-

потребовать, чтобы отображение /i6C(Rm, R^OC^ih-^Q), Q) и

rank -^=n лишь в точках убк-Цп), где Q — какая-либо

окрестность множества К. При этом отображение и(х)>+ u(h(y))
непрерывно как отображение ?>'SK-*-3)r(Rm). Поэтому если

и>.(х) —непрерывная функция от параметра ХбС со значениями

в S)'SK, то и%.(h(у)) также непрерывная функция от JiGC со зна-

значениями в iZ>'(Rm). To же относится к дифференцируемым, голо-

голоморфным, мероморфным функциям от параметра (см. [A8]).
Пример. 1.18. Пусть u(x)=8i(x), h(y)=:\y\)i—R2 при

yettr, /?6R, R=?0. Тогда из A.20), A.18), A.16) и A.13) полу-
получаем, что

< «г (! УI2 -Я2), Ф(У) > =2^- \ Ф(У) dy. A.44)
\v\-R

•Отметим, что grad (|y|2—R2) =0 при г/ = 0, поэтому и(|г/|2—R2)
имеет смысл не при всех u6iZ>'(Rn).

1.5. Свертка обобщенных функций. Для функций и, u6S)(Rn)
их сверткой называется функция

(u*v)(x) = §u(x—y)v(y)dy=$u(z)v(x—z)dz, *eR". A.45)

Свойства свертки основных функций.
1) Из A.45) следует, что свертка коммутативна, билинейна

я ассоциативна: для и, v, w??D (Rn) и а, РбС
ii*{a.v-\-§w)==au*v-\- pu*w, u*v*=v*u, (u*v)*w —u*(p*w). A.46)

2) Главные свойства свертки—это формулы сдвига и диф-
дифференцирования: для и, vQZD

Ta(u*v)= (Tau)*v=u*Tav,
где Tati(x)==u(x+a), aeR",

дх (a*v)=(dxU)*v=u*dxV, аь=(аг, ..., а„). A.47)

3) Носитель свертки содержится в алгебраической сумме но-
носителей:

supp (u*v) crsupp tt+supp v= {x=z-\-y?lH.n : 26supp u,

yesuppo}. A-48)
4) Отображение (и, v) *-*¦ u*v непрерывно как отображение

Свертка обобщенных функций определяется замыканием по

непрерывности свертки основных функций.
Напомним [65], что прямое произведение обобщенных

функций u(zN^?'(Rn) и o(yN.2)/(Rm) определяется как функци-
функционал uXv, который на основные функции вида q>(z)i!p(y)
действует по формуле
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<uxv, q>(z)i|>Ш = <и, фХо, ф>,.фед>(К«), Mpe®(Rm). A.49)
Предложение 1.3 ([65]). Для Vu6S>'(R") и Vu6^)'(Rm)

существует единственное распределение uXuG.2)/(RnXRm),
удовлетворяющее тождеству A.49). Отображение (и, v) *-* их

Хи непрерывно как отображение 2>'\(Rn)X2>'(Rm)-+2)'(RnX
XRm). При этом

supp uXu=supp uXsupp и. A-50)
Чтобы замкнуть операцию свертки на распределения, заме-

заметим, что из A.45) вытекает тождество: для и, yG.2)(Rn) и

^>(R)

(u*v, Ф> = j |
= < в B) X о (у), ф-(Н- 2) > . A.51)

Последнему выражению можно придать смысл при и, v?3)' (Rn)
для q>?g>(Rn) с помощью определения 1.8, если

Vy&g)(Rn) множество ?,,ssupp(uXu)nsupp(q)(i/+.z))

ограничено в R2n. A-52)

В силу A.50) это условие эквивалентно следующему усло-
условию на множества U=suppu и V=suppu:

YR>0 множество BR=(UxV)f[{(z, y)?R2n: \y+z\<R)
ограничено в R2n. A.52')

Определение 1.9 ([65]). Если и, v?@>'(Rn) и множе-

множества ?/ = suppu и V = suppy удовлетворяют условию A.52'), то

свертка u*v определяется тождеством

<и*о, <p} = <u(z)xv(y), <p(z + */)>, ф€2>(Я-), A.53)

где правая часть определена согласно A.42).
Пример 1.19. supp6(x) = {0}, так что свертка 8*и опре-

определена для Vu??D'(Rn), и

<б*ы, q>> = <8(z)Xu(y), <p(z+y)> = <u(y), у(у)У=>Ь*и = и. A.54)
Условие A.52) эквивалентно следующему, более наглядному

геометрически:

для Vtf>0, (х—U)(]VczDR при |*|<Я, A.52")

где DR — некоторое ограниченное множество в Rn.
Условия A.52"), A.52') выполняются, в частности, в следу-

следующих практически важных случаях:
1) Если U или V — ограниченное множество

2) Если UczK и VczK, где К— (выпуклый) конус в R", не

содержащий прямых. Под конусом здесь (и всюду ниже) пони-

понимается множество /CcrR", для которого K+KczK и tKczK при
Vt>0.

3) Если UczKr и VczKr при некотором R>0, где KR обозна-
обозначает /^-окрестность конуса К, не содержащего прямых.
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4) Если U — асимптотически времениподобное множество,.
т. е. для некоторого (большого) R>0 справедливо неравенство
l*i|>Yl*/| при хви, \x\>R, где у>1, x's=(x2,.... хп), а V —
асимптотически пространственноподобное множество, т. е.

|*1|<к'| при xfV, |j:|>jR. (Например, если U={(t', x)&R*:
:x=x(t)}, где \x(t)\<l, т. е. (t, x(t)) — времениподобная кри-
кривая, а V — световой конус t2=\x\2.)
Замечание 1.5. Если множества U, V удовлетворяют

условию A.52'), то их /^-окрестности UR, VR при VR>0 и их

сдвиги U+ai и V+a2 при Vab a26Rn очевидно, также удовлет-
удовлетворяют этому условию.
Лемма 1.3 ([65]). Пусть множества U, VcR" удовлетво-

удовлетворяют условию A.52'), A.52"). Тогда для и, v^3>'uXi2>'v свертка
u*v?2)'u+v и отображение (и, v)>-+u*v непрерывно в этих про-
пространствах. Для этой свертки справедливы все формулы A.47)
и A.48); формулы A.46) также справедливы, если все входящие
в них свертки определены.

Пример 1.20. Из A.54) и A.47) вытекает, что для
Ж' (R")

Поэтому оператор Р(дх) из @.1) является оператором свертки
с ядром

Определение 1.10 ([12]). Если К—конус в R", не содер-
содержащий прямых, то 3)(к) обозначает множество распределений
()?2)' (R"), у которых suppac/C/? при некотором R®

(Kr — это ^-окрестность множества К); uk—>и, если иь-+и и
и suppttftc/Гд для Vk при некотором ^>0, независящем от k.

Как отмечалось выше, для и, v^.S)'Kr свертка определена,

поэтому из леммы 1.3 вытекает

Следствие 1.2. Пространства S"(R") и 2)\к) являются

алгебрами с единицей б (х) (см. A.54)) относительно свертки,
коммутативными и ассоциативными, если К — конус в R", не

содержащий прямых. Свертка (секвенциально) непрерывна на

аг'аг' и на 2);а>;
Лемма 1.4. Если и{х)&3>' (или ^Г'), а v&S) (или &), то

u*o6C°°(Rn), причем
(u*v)(x)=<u(x-y), v(y)> = <u(y), v(x—y)>. A.57)

Это равенство вытекает из A.45) в силу непрерывности
свертки». Из него легко получить, что u*v6C°°(Rn).
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Покажем, что когда свертка определена, т. е. при
<1.52), справедливо включение

условии

A.58)sing supp u*vasing supp и+sing supp v.

Действительно, для Ve>0 существует разбиение i

и v=ve-\-v'e, где suppMg и suppoe лежат в е-окрестностях

sing supp и и sing supp о соответственно, а и'е, v'fiC°° (R"). Тогда

u*v=uR*ve-\-a'e*Vg-{-ue*v'e-{-a's*v'e. По лемме 1.4, здесь все сла-

слагаемые, кроме первого, принадлежат C°°(Rn). Остается учесть,
что suppue*veczsuppOe + suppve согласно A.48), т.е. supp«e*o8
лежит в 2е-окрестности множества sing supp a + sing supp v,
a e>0 произвольно.

Отметим, что в правой части A.48) и A.58) сумма множеств
является пустым множеством, если одно из слагаемых пусто.

При этом левая часть — также пустое множество.

1.6. Граничные значения аналитических функций. Пусть Q —

выпуклое открытое множество в R" и пусть f(x+iy) аналитич-

аналитична по z=x+iy в «трубчатой» области TQ=Rn+ ?Q. Рассмотрим
распределения

/„(*)=/(*+«/)e^>'(Rxn) при VyZQ. A.59)

Предположим, что для каждого открытого конуса /Cc=Rn такого
что К6= {уеК : \у\ <6}cQ при некотором 6>0,

при где A.60)

v6R, и с(х) могут зависеть от выбора конуса К и б>0.
Лемма 1.5 (ср. [12], [62]). При условии A.60) распреде-

распределения A.59) имеют предел при у—ИЗ, y&Q, в смысле слабой схо-

сходимости в <Z>'(Rn): для VQ

fey (x) ss
е-0+

(обобщенная)

>"), A-61)

функция /0 (х) == / (х+ iOy)причем предельная
не зависит от yGQ-

Пример 1.21. Функция /(z)=—, z6C\0, имеет пределы

на R сверху и снизу:

где v. р. ——главное значение по Коши (см. [18], [37] и фор-
формулу B.5') главы 3).

Пример. 1.22. Функция / (%0, g) =

аналитична при |Im||<|Im|0| и
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1

gee*,

A-63)

Аналогично,

—. A.64)

¦ В-одномерном случае, когда п= \ и Q=R+, лемма доказы-

доказывается так: первообразная /(~m) (z) от / (z) порядка
/n.=[v]4-l будет непрерывна в полуплоскости lmz~>0. Поэтому

У{~-)(х + ie.)—*¦ f{~n)(x) в C(R) |и тем более в 3)' (R). Но
е-<-0+

оператор -^г (секвенциально) непрерывен в Ф' (R), Поэтому

/Ю- A-65)

В общем случае произвольного n^zl можно сделать в R" линей-

линейную замену переменных так, чтобы в новых координатах у —

= A, 0,.. ., 0), область Xi^O,..., хп~^0 содержалась в конусе

К. Тогда f(z) аналитична по z при Imzi>0,..., Im2n>0,

|z|<6i. Для доказательства остается провести рассуждение

A.65) по переменной Х\ вместо х при фиксированных осталь-

остальных переменных х2,..., хп. При этом первообразные можно вы-

выбирать из условия f{-m) (t6i/2, х2,. ¦., хп) =0.

Определение 1.11. При условиях леммы 1.5, функция
fo(*) называется граничным значением аналитической функции

f(x-\-iy) в Та, a f(x+iy) —аналитическим продолжением обоб-

обобщенной функции f(x) в область Та. Введем обозначение

1.7. Пространство умеренных распределений. Введем новые

классы основных и обобщенных функций.
Определение 1.12. Пространство Шварца быстро убы-

убывающих функций 5 = S(Rn) состоит из комплекснозначных

функций q)(j:NC°°(Rn), для которых при Уа=(аь..., а„) и

ViV>0

ао. A.67)

в пространствесходится кПоследовательность q>&

S (Фа->ф), если для Va, N выполняется условие

|ф* —ф|а,ЛГ-^0 ПрИ k-+ со.
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Через S'(R") обозначается, как обычно, пространство линей-
линейных непрерывных функционалов на 5(Rn). Функционалы
u6S'(Rn) называются умеренно растущими или просто уме-
умеренными обобщенными функциями (или распределениями).

Очевидно, ®(R")c:5(R")—непрерывное вложение, я

.2>(Rn) всюду плотно в 5(R"). Поэтому двойственное отображе-
отображение S'(Rn)criZ)'(Rn) также является непрерывным вложением:

(относительно слабой сходимости). Легко показать также, что-

^"(R")c=5'(Rn). Итак, S'=S'(R")—подмножество в 2)'(Rn).
Легко показать, что 5(Rn) всюду плотно в 5'(R").

Очевидно, 8(x)eS' и da(xNS' при Va; e*$S\ но e*cose*=
= (sinex)'eS'.

Поскольку в ^>'(Rn) имеются операции дифференцирования,,
свертки и т. п., они определены и на S'(R")c=.2)'(Rn).
При некоторых условиях они не выводят за рамки S'(Rn).

Например дха : 5'(Rn)->-5'(Rn)—непрерывный оператор при:
Va, поскольку он является сопряженным к непрерывному опе-

оператору (—uc)a:S(Rn)-KS(R'1).
Оператор и(х) t-*g(x)u(x) непрерывен в S'(R"), если для

Va

при некоторых са, pa6R. Это выводится из непрерывности опера-
оператора ф •-*¦ g<p в 5(R") при условии A.68). Оказывается [15]
условие A.68) также необходимо для непрерывности оператора
умножения на g(x) в S'(Rn) (и в S(R")).

Условие A.68) выполняется например, для любого многочле-
многочлена g{x). Поэтому умножение на произвольный многочлен —

непрерывная операция в 5'(Rn) и в 5(Rn).
Обозначим для Vk, N=0, 1, 2,...

>|«.". A.69)

Аналогично лемме 1.2, доказывается
Лемма 1.6. Для Vu(x)GS'(R") при некоторых С, и, N< <х>

выполняется оценка

|<и, <p>|<C||<p|U,*, 4>€S(Rn). A.70)

Примеры 1.22. 1) Если и (х)еС (R") или и {x)?l}? (Rn), и

при некоторых Сир

\и(х)\<С(\+\х\у, хтп, A.71)
то tfgS' (R"), где и —функционал вида A.2).

2) Если a(x)el\°c(R'!) и при некотором N >0

|и(*)!
-'-<».,, A.72)

то
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Замечание 1.6. Предположим, что функция с(х) в A.60>
допускает оценку вида

\с(х)\^СA+\х\)*, *6R» A.73)'

Тогда, как видно из доказательства леммы 1.5, предельная
функция в A.61) принадлежит 5'(Rn), и сходимость в A.61) —

это слабая сходимость в 5'(R").

§ 2. Фундаментальные решения дифференциальных уравнений

2.1. Фундаментальные решения.

Определение 2.1. Фундаментальным решением диффе-
дифференциального оператора Р(дх) и уравнения @.1) называется;

распределение &~ (х) &&' (Rn), для которого

Р(дя)#(х)=6(х), *GR". B.1)

Примеры фундаментальных решений для обыкновенных:

уравнений приведены в A.11). Решения уравнения @.1) с про-
произвольной правой частью f(x) выражаются при помощи сверт-

свертки с фундаментальными решениями оператора Р(дх).
Предложение 2.1. 1) Если решение и(х) уравнения:

@.1) принадлежит S"(Rn), то также f(x)eS"(Rn), и

u(x)=8-*f(x). B.2)

2) Если правая часть f(x) уравнения @.1) принадлежит-

<i"(R"), то функция B.2) является его (частным) решением.
Доказательство. 1) Если u&S", то из @.1) вытекает,.,

что

%*Pu=g*l B.3)

Но <?*Ри = Р&*и=Ь*и=и согласно A.47). Поэтому из B.3)
вытекает B.2). 2) Если /б<|?, то для функции B.2), ввиду B.1),.
получаем

Pu=pff*f= 6*f=f. B.4)

Предложение 2.1 означает, что оператор S~* : f >-+ S~*f яв-

является левым обратным к оператору Р на области определения
&" (R") и правым обратным к Р на области определения.
Р1&' {®' Р&'){

Построение и изучение свойств различных фундаментальных:

решений дифференциальных операторов является одной иа

главных задач теории дифференциальных уравнений с постоян-

постоянными коэффициентами.
В § 1 главы 3 будет доказана

Теорема 2.1 ([18], [37], [46], [58]). Любой дифференци-
дифференциальный оператор Р(дх) имеет фундаментальное решение ??(х)&:
^)'(Rn), если только РфО.

Существенно труднее доказывается
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Теорема 2.2 ([4], [5], [52], [57]). Любой оператор
Р(дх)Ф0 имеет умеренное фундаментальное решение <S(x),
т. е. &(x)<±S'(R").

Фундаментальное решение неединственно, т. к. к нему мож-
можно прибавить любое решение однородного уравнения. Эту не-
неединственность иногда удается использовать для того, чтобы
получать решения по формуле B.2) при различных условиях
на носитель правой части f(x). Нужно лишь подобрать ??(х)
так, чтобы множества ?/=supp<gf и K=supp/ удовлетворяли
условию A.52").

Тогда свертка <§*\ определена, и функция u=S'*f является
решением уравнения @.1), что вытекает из B.4). Таким обра-
образом, мы получаем следующее обобщение предложения 2.1:

Предложение 2.2. 1) Пусть и(х)—решение уравнения
@.1), а ??(х) —некоторое фундаментальное решение оператораР(дх), и множества t/=supp<?T и F=suppu удовлетворяют
условию A.52'). Тогда данное решение и выражается форму-формулой B.2). 2) Если C/=supp^" и l/ = supp/ удовлетворяют усло-
условию A.52'), то U=??*f является частным решением уравнения
@.1).

2.2. Примеры фундаментальных решений.
Пример 2.1. Для нахождения решения уравнения

(•?+ *-)«<*)-/<<)• *6R, B.5)
но формуле B.2) в случае, когда f(t) =0 при t^O, нужно брать
фундаментальное решение

^>±@=±9(±0е-", *GR. B.5')
Эти фундаментальные решения называются запаздывающим
(&+) и опережающим B>~). Это связано с тем, что в случае/€.2)(R) свертка &+*f=u+, согласно A.57), выражается форму-формулой

B.5")

B.5'")
г

зависит лишь от f(x) при x>t. Соответственно, решения B.5")
и B.5"') называются запаздывающим и опережающим потен-

потенциалом.

Пример 2.2. Аналогично, для волнового уравнения в R*,

Пи—(-?-- я2л) а. (х, t)=f (х, t), t?R, x?R*\ a > 0, B.6)
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J %+{t—x)/(x)dx,
—oo

зависит лишь от /(т) при т</, а

запаздывающие и опережающие фундаментальные решения [12J
соответственно имеют вид ([14]):

Эти фундаментальные решения Даламбера (k = l), Пуассона
(k=2) и Кирхгофа (k=S) будут получены в главе 4; они позво-

позволяют находить решения уравнения Г}и= f (x, t) по формуле B.2)
в случаях, когда /==0 при t^0 соответственно.

Пример 2.3. Для уравнения Клейна—Гордона в R* ;

, xeRfc; rno>O, B.7>

запаздывающие и опережающие фундаментальные решения при
6=1,2,3 соответственно имеют вид [6], [14], [62] (переходящий-
в B.6') при то-»-О):

/Яр

8ла3 Q(±at-\x\)-

Cos mo

2па

3
m.Q(±at-\x\) У t2~[a)

l
-

"

2na
*
ear

» ¦» *

Пример 2.4. Для уравнения теплопроводности (диффузии)

(J* _а2д) и(JC, t)==f (JC, t), tGR, *€R*; a>0, B.8)

B.8')

запаздывающее фундаментальное решение имеет вид гауссовского

распределения [15], [55]

с дисперсией ~ а УТ в момент времени t > 0.

Пример 2.5. Уравнение Шрёдингера
; a> 0, B.9)

имеет запаздывающее и опережающее фундаментальные решения

вида, аналогичного B.8') [55]:
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Пример 2.6. Уравнение Лапласа в R
A

X—/ J \"П

жмеет фундаментальные решения [14]
1 1

Отг *n
i^i» 1=2,

B.9')

B.10)

B.10')

где й„—площадь сферы |л| = 1 в R". В частности,
Пример 2.7. Уравнение Гельмгольца

(A+ tf)()f) R», ш>0, B.11)
лолучается из волнового уравнения B.6) при подстановке

ЙениТп^Г 1 % f^ ^*Ме16*- Его Фундаментальные
решения при k = l, 2, 3 соответственно имеют вид

,±
_

«±й»МП
+ 2/Ш

'

B.11')

где //оХ)—функция Ханкеля [41], [71].Эти фундаментальные решения позволяют находить по фор-формуле B.2) предельную амплитуду а(х) решения а (х, t) по ам-
амплитуде f (х) внешних источников / (х, t) (сил, давления, то-
токов и пр.). При этом свертка с <Вь. дает предельную амплитуду
м+(х) расходящейся волны, а с <В~к — амплитуду иг (х) сходя-
сходящейся волны. Дело в том, что решение уравнения B.11) не-
неединственно, и для однозначного определения решения требует-требуется задание «краевых условий» при \х\ —>-оо. Амплитуда и+(х)
удовлетворяет условию Зоммерфельда отсутствия излучения(из бесконечности) и соответствует волне, излучаемой источни-
источником с плотностью f(x). Напротив, и~(х) соответствует волне,
приходящей из бесконечности и поглощаемой средой с интен-
интенсивностью поглотителей fix). Подробности читатель найдет в
[8], [22], [36].

Все фундаментальные решения B.6'), B.7'), B.10'), B.1Г)будут получены единым методом в главе 4 (относительно фун-фундаментальных решений B.8') и B.9') см. [14], [55]).
2.3. Распространение волн. По формуле B.2) можно найти

частное решение уравнения B.6) при / (х, fy&Co" (R**1). А именно,
из B.6') и B.2) получаем частное решение уравнения B.6) в
виде A.57):

(х, *)— < Я? (х -у, t -ft), / (у, т) > . B.12)

f(y,r)dy)dx; B.120
-~оо \\y-x\<a(t-T)

-оо \|#-J:|<a(*-T)

г; (глг'О

350

Отсюда при

аналогично, при k =

и при k— 3

\
\y-x\=a(t-x) 1

Замечание 2.1. 1) Обозначим ф={(х, t)eRk+1:\x\<at),
и 2)==supp f (х, t). Тогда, согласно A.48), для решений B.12') —

B.12 ,очевидно, suppaJc^ + ^H', поскольку suppleCf. Но

2>-\-О^ пересекается с каждой плоскостью t — t0 в R*+1 по мно-

множеству диаметра <.d-\-at0, где d— диаметр области Э>. Следо-

Следовательно, и+ (х, ^„)=0 при | х | > const 4- ai0, т. е. «волна» u+(x,t)
имеет резкий передний фронт и распространяется со скоростью

С другой стороны, при k—З на самом деле supp<i?*cQ+s=
гэс^У^так что suppagC^+ Q+- Но S)-\-Q^ представляет со-

собой «раздутый» конус С толщины ^d. Следовательно,
щ(х, to) — 6 при |.x|<:atf0 — const, т. е. волна и? имеет также

резкий и задний фронт. Оказывается (см. гл. 4, следствие 4.1),
при всех нечетных &>3, аналогично, для волнового уравнения

B.6) в R* существует (и единственно по предложению 6.2 гла-

главы 5) запаздывающее фундаментальное решение S~t, сосредото-
сосредоточенное на конусе Q*. Следовательно, при этом «запаздываю-

«запаздывающие» решения i?k==<gk*f уравнения B.6) при /6S>(R*+I) имеют

резкий передний и задний фронт. Напротив, при всех четных

А>2 и при k = I supp<g+ совпадает с Cf, и решения о* рез-
резкого заднего фронта, вообще говоря, не имеют (как говорят,
имеет место «диффузия» волн). 2) Для уравнения Клейна —Гор-
Гордона B.7) при всех & = 1,2,3,... запаздывающее фундамен-
фундаментальное решение %>% сосредоточено в Q*", но не в Q*" (см.
формулу E.12) главы 4). Следовательно, «запаздывающие» реше-

ния йа^/*^й уравнения B.7) при всех k имеют резкий перед-
передний фронт и распространяются со скоростью <а, а резкого
заднего фронта, вообще говоря, не имеют.

3) Для уравнений теплопроводности B.8) и Шрёдингера B.9)
при всех ?=1,2,3,... носители запаздывающих фундаменталь-
фундаментальных решений iB^j совпадают со всем полупространством 00.
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Поэтому запаздывающие решения u=&k*f не имеют передне-
переднего фронта (как и заднего), т. е. скорость их распространения
бесконечна.

2.4. Построение фундаментальных решений обыкновенных
дифференциальных уравнений. При л=1 фундаментальные
решения легко строятся для любого оператора Р Ф 0. А имен-
именно, если ртф0, то обозначим через <&+(х) решение задачи Коши

Лемма 2.1. Продолжим «?+(.*) нулем для jc<0: положим

'Ю-Га* *<о°' <2Л5>

Тогда <S(x)—фундаментальное решение оператора

Доказательство. По формуле A.10), последовательно

получаем для & = 0,..., т— 1:

B.16)

; = 1,...,т— 1»

B.17)

Поскольку АА( +
ввиду B.14), B.15), а для

+-L 6(x).
Рт

Умножая B.16), B.17) на pk и рт и суммируя, получаем B.1),
поскольку If (.*) при jc=^=O удовлетворяет однородному уравне-
уравнению

fp 2.5. Теорема о среднем. Основой для изучения гладкости
решений уравнений @.1) является следующая тео рема о сред-
среднем [18], [37].

Пусть точка xoeR" и <р(х), <р(х), ф(х)е^>(Ял), причем х0е<о,
где со— открытая область в R" и, кроме того,

Ф(.*)==1 при хеа>, ) = 1 при

при
B.18)

Пусть и(х)—произвольное решение уравнения @.1) в неко-

некоторой области ЙззиррфЪо). Обозначим

w(*)—ФС*)A— V(x))u(x). B.19)
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Очевидно

supp OTczsupp Ф\со. B.20)
Лемма 2.2. Пусть &(дг)е^'(R") —произвольное фундамен-

фундаментальное решение оператора Р (дх). Тогда и (х) при -Kgco выра-
выражается через / и w следующим образом:

а (х)— ?Г*(ф/ — Яда) (л), *€«. B.21)

Доказательство. Из @.1) следует, что

=Ф/ —Р (Ф A —Ф) и). B.22)
Отсюда, поскольку фиб^"' (R")> то

Фй==^*(ф/—Яда). B.23)
Отметим, что формула B.21) выражает решение и(х) при

jcgco через правую часть уравнения @.1) и «значения» решения

и(х) в области supp<р\со. Таким образом, B.21) является ана-

аналогом формулы Пуассона для гармонических функций.
Следствие 2.1. Если /(-к)бС00(Q), а решение и(х) урав-

уравнения @.1)—гладкое в окрестности dQ, то «(jcNC°°(Q).
Доказательство. Возьмем область соczQ так, чтобы

ибС°°(й\со), и функции Ф, ф, фбСо5 (Q). удовлетворяющие усло-
условиям B.18). Тогда Ф/€С5Г(?) и to6CoT(Q). Поэтому из B.21)
следует, что ибС00(со).

Формула B.21) позволяет также получать гораздо более
тонкие результаты о гладкости решений уравнений вида @.1)
(см. [231).

Глава 2

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В этой главе строятся разложения вида @.2) для любых

обобщенных функций и изучаются свойства этих разложений.

§ 1. Преобразование Фурье основных функций

1.1. Преобразование Фурье быстроубывающих функций. Лю-
Любую срункцию ф(д:)б5(Яп), в частности q>d3)(Rn), можно разло-
разложить в интеграл Фурье

Ф (х)= Bя)- g) d\s хх\х + ... + х„%„, A.1)
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где «коэффициенты Фурье» ф(|) находятся по формуле

вытекает

= j
что

A.2)

Через F мы обозначили оператор преобразования ф|-*-ф, а

через F'1—обратный оператор фь-»ф.
1.2. Свойства преобразования Фурье.
1) Формулы дифференцирования. Из A.1) и A.2)

:Ф (х)= Bя)-« J (- ЦУе-<*5ф (|) rfg и <?«Ф (9 =

(л)с/л: для Va=(ax, .... an). Поэтому для фб-S

!©. F(j:-V(j:))-(-^)-Va. A.3)

2) Формулы сдвига. Из A.1) вытекает, что для Фб5^")

F (ф (х + а)) — е?-г*5ф (9; F (е<ах<р (х)) = Ф (| + a) VaeR". A.4)

3) Предложение 1.1 ([18], [37]). Оператор Z7 является

изоморфизмом S(R") на S (R").
4) Определим свертку ф*1|э для ф, a|365(R") по формуле A.45)

главы 1. Тогда, по теореме Фубини, для g6R"

dx=(х—

J
- J е-(( J ) (Ф»*) (9-

Итак, для ф, a|NS (R")

F (ф«ч>) (9-Ф (9 v"E). ^ (ФФ) (9-B*Г (ф*ф) (9. 56R". A.5)

1.3. Преобразование Фурье финитных функций. Если

Ф (х)?3) (R"), то из A.2) видно, что фA)— целая функция на

С". При этом

\уA)\<СеА^, |еСя, A.6)
если ф(л)эО при | х | > Л. Обозначим 2>Аэ= {ф6^5 (R"):ф (л)=О
при \х\>А). Если Ф6®4, то л:»ф(дг)е2>А, и «?«Ф{х)?2)А.
Поэтому, ввиду A.3), функции <?"фE) и |аф(|) также удовлет-

удовлетворяют оценкам вида A.6).
Теорема 1.1 (Пэли —Винер, [12], [18], [37]). Если

9e®(R"), то ф(|)—целая функция на С" и для любых а и

N>°
A + \1\Г\д&A)\<Са,„е*№К ieC« A.7)

при некоторых Л, Са,лг>0, зависящих от ф4 Обратно, если

Ч>(|)—произвольная целая функция на С", удовлетворяющая

оценкам вида A.7) для любых a, N, то ф(л) =/г~1ф6^а (R").
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Определение 1.1. Через Z=Z(C") обозначается про-
пространство целых функций ф в С", удовлетворяющих оценкам
вида A»7) при Va, N. По определению, последовательность

сходится к OgZ (ip*->0), если при некотором Л>0

|в.лг )лг (9 | -> 0 va, TV. A.8)

Теорема 1.1' ([18], [37]). Оператор F :2)-+Z непреры-
непрерывен, и обратный F*1 : Z-*&> — также.

Для фб.2) справедливы все свойства преобразования Фурье
A.3), A.4), причем второе равенство в A.4) справедливо при
всех аеС".

§ 2. Преобразование Фурье умеренных обобщенных функций
2.1. Замыкание преобразования Фурье по непрерывности.

Преобразование Фурье F: 5-»-5 оказывается возможно продол-
продолжить по непрерывности на 5'|(Rn). Для этого нужно заметить,
что при любых u6S(Rn) справедливо равенство Парсеваля

«(9. Ф F) «И, Ф (х)
которое получается непосредственно из A.2). Отсюда замыка-

замыканием по непрерывности получаем
Определение 2.1. Для и(хNS'(R") функционал Fu=

=и(%) определяется тождеством B.1).
Предложение 2.1. Оператор F:и>-+и непрерывно дейст-

действует из S' (R") в S'(R"). Аналогично, оператор F~l\b.y-*u
является непрерывным отображением 5' (R") на S' (R").

Пример 2.1. 1) Для и(х)= 8(х) при Vфб5(Rл), в силу A.2),

<6,ф> = F,ф>

2) Обратно, для и(х)=г.\ имеем, в виду A.1),

< Т, Ф > = < 1, Ф > = f ф(лг)й?д:=Bя)лФ@)=^1 =

2.2. Свойства преобразования Фурье.
1) И A3)

B.2)

B.3)

1) Из A.3) замыканием по непрерывности получаем для
S' (R")

F(daxu(x))=(-it)aH(t), Fix'uixV^i-id^ud) Va. B.4)
Следствие 2.1. Для любого оператора Р(дх) вида @.1)

F (Р (дх) и (х))-Р (-/9я(9-»Я (SME). OGS' (R-), B. )
где Я (— ig) ==Р (|) — многочлен--

B.6)
la К/га
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Определение 2.2. Многочлен Р(§)==Р(— г|) называет-

называется символом оператора Р(дх).
Из B.2), B.3), ввиду B.4), получаются формулы

FF(a) (.*)) = ( -Ц)а, Fxa=B*r(-i)w&{a)(Z)Va. B.7)

2) Из A.4) замыканием по непрерывности, получаем

*F (и (х+а))=е-'^й(|), F (е'^и (х)) = и~A+а), oeR",
' (R"). B.8)-

Например, отсюда, ввиду B.2), B.3), получаются формулы

FF(jc +a))=e-'a5, F(e/a*)= Bn)n6(§-fa), aeRn. B.9)

3) Из A.5) замыканием по непрерывности, нетрудно вывести,

что

F(a*o)= a(g)o(|) для (и, о)б5х5' (нля S'xS). B.10)

Аналогично, из A.5) можно вывести, что

)=mv для

Свертку u*v здесь можно определить, например, по формуле
A.57) главы 1.

4) Теория Парсеваля. Заметим, что F: S' (Rn)->-
—»-S'(Rn) изоморфизм, согласно предложению 2.1. В частности,

F:I2(R")->S'(Rn).
Теорема 2.1. (Парсеваль, [18], [37], [68]). Оператор F

является изоморфизмом L2(Rn) на Ь2{9.п), причем

5) Линейные замены переменных. Если C6GLR(ft),

то для a{x)eS'(Rn) обозначим ис(У)= и(Су), y&R." (см. форму-
формулу A.33) главы 1). Тогда

B.13).
. . М1)~тз5ггт-Я«(

В частности, если \ СбО (п), то

t,6R".

]| B.14>

Действительно, для u(x)eS формула B.13) вытекает из A.2):.

а для a6S' она получается замыканием по непрерывности.

Следствие 2.2. Из B.14) вытекает, что при ортогональ-

ортогональных заменах координат в R" преобразование Фурье и(|) обоб-

обобщенной функции и (д:)б5' (R") преобразуется как (инвариантно
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определенная) обобщенная функция на R": Поэтому, в силу B.5)t
символ Р (|) дифференциального оператора Р (дх) при ортого-ортогональных заменах переменных также преобразуется как инвари-инвариантно определенная функция на R".

С другой стороны, при общих заменах переменных C6GLr(«)
B.13) и B.5) получаем, что символ Рс оператора Р(дх) в коор-координатах у—С~гх имеет вид

РсОт^ЯаС-^п), t]6R". B.15)
Следствие 2.3. Символ Р оператора Р является инвари-инвариантно определенной функцией на Rn* — двойственном к R" про-

пространстве, состоящем из линейных (непрерывных) функциона-
функционалов на R". !

Доказательство. Пусть /: Rn—>-R — линейный функци-
функционал, задаваемый в координатах (х\,. .., хп) строкой | =
= Aи ¦ ¦

¦. 1J6R", т. е. /(jc)=|Jc=iiA:i4- . . .'+|„*п. Тогда в ко-

координатах у = С~хх тот же функционал / имеет вид

1с(у)=1(х)=г-Су= СЧ-у= ц-у, B.16)
т. е. он задается строкой т] = С|. Но тогда из B.15) вытекает,
что

Pc(ri)=A:<C'g)-P(i), I6R", B.17)
т. е. значения Рс и Р совпадают на одном и том же функцио-
функционале /eRn*.

2.3. Методы вычисления преобразования Фурье. Формула
A.2) пригодна для вычисления преобразования Фурье широко-широкого класса обобщенных функций, а не только для qjGS(Rn).
Лемма 2.1. Если и(;с)еА(R")> т0 u(x)eS'(Rn) и йA)€€CU(R"), причем (ср. с A.2))

(Fu)(l)=и (I)- j eixlu (x) dx^ 16R";

max|a(|)i< §\u(x)\dx.
s6r"

B.18)

Доказательство. Из определенияг- 2. If и!; A.2), для
Vфe5(Rл), по теореме Фубини,

и^f= J а (х) (J dx= и (х) dx)
Отсюда|получаем" B.18) и, следовательно, «6CU(R").

Следствие 2.4. Если и(x)?l}?c(R"), и при некотором
= 1, 2, ... удовлетворяет оценке

-dx< оо.

то и (x)QS' (R"), и
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как вытекает из второй формулы в B.4), причем производные-
понимаются в смысле обобщенных функций.

Пример 2.2. Если u(x)eL2(R), то -^-^e/.i(R) по неравенст-

ву Коши—Буняковского. Поэтому, аналогично ( .18"),

Jc, |6R, B.18")

(ср. [68]).
Лемма 2.2 ([55]). Если и(jt)eg' (R"), то a(iNC°°(Rn), причем

«(!)=< и(х), е«5 > , |6R", B.19

где скалярное произведение понимается в смысле формулы
A.40) главы 1.

Пример 2.3.

о>0

F

F (б(л- —A)J(g)= < б (л:
— А),

2.4. Примеры вычисления преобразований Фурье.

1) Для гауссова одномерного распределения с дисперсией,

=

е
. dx= \ е-

т= dx^e 2. B.20>
2яа J 1^2ла J 1/2л0 v '

2) Замыкая контур интегрирования вверх (в область

Imx>0) при |>0 и вниз (в область ImJc<0) при g<0, по-

теореме Коши о вычетах, получаем для aGC\R, как в B.18")»-

/2лг9 (
l

при Im \ > 0,

при Im0 B.21).

3) Отсюда для распределения Коши
г

I -р X

^

1+д:2 2/
^

U—' * + «i~+ .

=яе(Б)е-б
4) Для ReX>0

F@(jc)e-^)=

и, аналогично,

( л)е лг)= i
| г-^

•

B.22)

B.23)-

B.23'>
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непрерывности преобразования Фурье,

и аналогично,
1

Б-/0' B.24>

сЛ*™Гл1^Геш:тва' "олучаем *>»*" «—-

B.25>
7) Из B.23), в силу B.4), получаем для Re Л > 0, k == 0, 1, ...

^•w*^)<o-(-'i-rfrnr-a?^H- (^
и, аналогично, из B.23') получаем

F (в (-д:) л:****) (|)= -№^м. B.27>

§ 3. Соболевские пространства функций
Определение 3.1 ([21, [15], [55], [67]). Для s6R через-Hs=^Hs(R't) обозначается пространство обобщенных функций.

a(x)eSr(Rn), у которых a(gNZi°c(R") и

(>
Пример 3.1: 6(jcN//,(Rn) при < —ft/2, посколысу б(|) = 1..
Пространство Hs—полное гильбертово пространство, по-

поскольку отображение и(х)>-+(\ + \ ||)*я(|) является изометриейHs(Rn) на Z2(R"). Очевидно, //,,(К")с=Я„(Я«)— непрерывное-вложение при Si>s2. Если s-=/==0, 1,2 то (u(xNHs)-o~
¦^^(dxU(x)QL2(Rn) при \a\Km), и метрика C.1) эквивалентна
метрике (см. [2], [15])

1Н?2 Jl#<)M C.2>

Это вытекает из теоремы 2.1, ввиду B.4). Легко показать,,что ??>(Rn) всюду плотно в #s(Rn) при sGR (cm. [55]).Предложение 3.1. При sGR оператор Р вида @.1) не-
непрерывно действует из #S(R") в Я5_ОТ(К").

Доказательство. Для uGHs(R71), ввиду B.5),
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§ 4. Преобразование Фурье быстрорастущих
обобщенных функций

4.1. Функционалы на пространстве Z(Cn).
Определение 4.1. Через Z'=Z'(Cn) обозначается про-

пространство линейных непрерывных функционалов на Z(C") (см.
определение 1.1).

Например, если •Z2>(?N>S/(R''), то скалярное произведение

<«>(?)>ф|к«> определено при (p6Z(C"), поскольку 9|R«65 (R"),

ввиду оценок A.7). Положим

< v (z), Ф (z) ) = ( w (§), q>|R* > . <P6Z (C«). D.1)

Тогда u(z)GZ'(Cn), поскольку отображение ф >-* ф|я« являет-

является непрерывным вложением Z(Cn)cz:S(Rn). Кроме того, Z (О)

всюду плотно в S(Rn), поскольку iD(Rn) всюду плотно в S(Rn),
a F : S(R")-vS(R") —изоморфизм, согласно предложению 1.1, и

F : <25(Rn.)->-Z(Cn)—изоморфизм по теореме 1.Г. Следователь-

Следовательно, двойственное отображение S'(R")->-Z'(Cn), переводящее w

В!) по формуле D.1), также является вложением. Итак, S'(Rn)
является подмножеством в Z'(С).

Построим примеры более общих функционалов из Z'(C").
Возьмем шгA, riNS'(R2n), где R2n — овеществление комплексно-

комплексного пространства С". Предположим, что при некотором Д^О

supp wczTB,

где

Возьмем срезающую функцию

, t,(n) = l при при

D.2)

D.3)

Тогда.из оценок A.7) вытекает, что ?(i)9(
при фб2(С"). Определим скалярное произведение

<юF, t|), <p.(E+h|) >«<»(?. t|), ЬЯМб+'Л». Фе2(С»), D.4)

где <•, •> в правой части — двойственность между S'(R2n) и

S(R2").
Функционал D.4) не зависит от выбора функции ?в со свой-

свойствами D.3) и, ввиду определения 1.1, он непрерывен на прост-

пространстве Z(Cn).
Определение 4.2. Функционал v(zNZ'(С") имеет ло-

локальную плотность w(%, ц) на множестве Тв, если он допускает

представление

<o(z), фB)> =<юA, Ц), я>F+»л)>, Ф62(С-), D.5)

где ш(|, tiNS'(R2n) и supp wczTB.
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Пример 4.1. <6S,F, t"Ti)>=<p(O), <6n(ri), фA+

R

Отметим, что функционал D.1) также имеет локальную
плотность о»(|, tj) =даA) X6n(ri).

4.2. Преобразование Фурье на пространстве ^)'(Rn).
Предложение 4.1. Оператор F : S'(R")->S'(Rn), опреде-

определенный тождеством B.1), допускает продолжение до непрерыв-
непрерывного отображения F : iZ5'(R")—>-Z'(C"), так что диаграмма

(
Л

()
П
'

(Rn)
становится коммутативной. Здесь вложение S'czZ' определяет-

определяется по формуле D.1).
Доказательство. Из определения B.1) следует, что

для u&S'

< я (I). Ф (I) ) = < « W,~Ф (х) ) , Фбг(С"). D.6)
Отсюда, замыканием по непрерывности, получаем

Определен и е, 4.3. Для uf<2D' определим а тождеством D.6).
Остается заметить, что отображение .Ргф'-^ф непрерывно

действует из Z(Cn) в 2D(Cn), также как и оператор F'1

(см. теорему 1.1').
Из определения D.6) вытекает, в силу теоремы 1.1'

Предложение 4.Г. Оператор F: S5'(Rn)->Z/(C") не-

непрерывен и F~l : Z'(Cn)->iZ)'(Rn)—также непрерывен.
4.3. Операции на пространстве Z'(Cn). Поскольку iZ5(R")

плотно в 2>'(Яп), a F:2)'-*-Z" — изоморфизм, то Z=F(S>)
плотно в Z'. На Z определены операции дифференцирования,
умножения на многочлен и на экспоненту eiaz, где aGR", линей-
линейные вещественные замены координат и сдвиг на любой комп-

комплексный вектор. Все эти операции продолжаются по непрерыв-
непрерывности на v?Z' следующими тождествами: для фбZ(Cn)

< d*v (z), ф (z) > = (v(z), ( — (?г)аф(г) > уа=(аг, ..., а„),
< z*v (z), Ф (z) > = < v (z), 2«ф (z) > ,

< e'a*v (г), ф (z)) = < v (z), eia*<$ (г) ) , a6R"> D.7)

), Ф(г)> = <»(?), Ф(? —а)>,

< о (Сг), Ф (г) > = < v (?), (С ?)) , C6GLR (ft).

4.4. Свойства преобразования Фурье. Для «6^'(R")» за-

замыканием по непрерывности, получаем из B.4), B.5), B.8)
тождества

F (дахиу?= (— izYu. (г), F (хаа)= (— idz)«u (г)
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F (и {х + a))=e-ia*u (z), a6R", D.8)
F (eiaxa (x)) = vl (z + л), абС".

Отметим, что последнее тождество справедливо при всех абО

для uGiZ5'(Rn) (как и для m6^)(R")), в отличие от второй фор-
формулы в B.8).

4.5. Аналитические функционалы. Так называются функцио-
функционалы v (z) GZ', имеющие аналитическую локальную плотность

[;18]. Точнее, пусть f(z)—голоморофная функция от z?Ta, где
Q — связная область в R", а

Ta={z=l+iv\6Cn: T] = Imz6Q} D.9)
— трубчатая область в С" с основанием Q. Предположим, что

при VB>0 при некоторых С=Св иц= цл

|/B) |г^СA+|2|)» при zuTo, \lmz\s^B. D.10)
Тогда можно определить аналитический функционал (см. [18])

</|га, Ф>= J f(z)<P(z)dz, q>6Z; т,бй. D.11)

Этот функционал не зависит от выбора t]6Q, что легко вы-

выводится из теоремы Коши, связности области Q и оценок D.10),
A.7). Отметим, что область Q и (Та) можно считать выпуклой
по теореме Бохнера ([12], [50], [53]).

Пример 4.2. Пусть л=1, /(z) = ^-, Га =

Тогда

1тг>0
,Ф>- е>0. D.11')

lmz—E

В области Im z < 0 функция
— задает другой функционал,

причем, по теореме Коши (ср. с B.25)),

Предложение 4.2. Если v(+Z' (Cn) является аналитичес-

аналитическим функционалом: о.= /|га, то функция f (z) при zQTq опре-
определяется по v однозначно.

Это вытекает из плотности пространства функций.
{фF+ *1):Фе?} в 5(R") при TieR".

Предложение 4.3. Любой функционал вида D.5) (т. е.

имеющий локальную плотность) представим в виде конечной
суммы (не более, чем 2") аналитических функционалов вида

D.11),
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Доказательство. В одномерном случае для любой не-

непрерывной функции w(\), удовлетворяющей оценке |а>(|)|<1

f(z)<p(z)dz- 5 f(z)v(z)dz\ D.12).-
Im«=—1

где

f /,\_71^ D.13)

Действительно, D.12), D.13) вытекают из представления

f T(*)BQ
J Az—l)(z—I

Imz-l

D.14)*

Аналогичная конструкция годится и для общего «-мерного слу-
случая и любого функционала вида D.5).

§ 5. Теория Пэли — Винера

5.1. Преобразование Фурье финитных обобщенных функций,.
Заметим, что преобразование Фурье от (финитных) обобщен-
обобщенных функций б (л;), б(а) (х)?&" является многочленами (см. B.2),,
B.19')). Оказывается, что, аналогично, для любого распределе-
распределения и(х)&&' его преобразование Фурье ы(|)—целая функция
на С". Следующая теорема уточняет лемму 2.2.

Теорема 5.1 ([12], [55], [65]). Если u(x)S"(Rn), то

5(g)GC°°(Rn) и продолжается с R" до целой функции от

Z6C", равной (ср. с B.19))

п(г)= < и(х), еиг > , zeC. E.1)

При некоторых С, А, ц>0 выполняется оценка

Обратно^ если u(z)—произвольная целая функция в С", удов-

удовлетворяющая оценке E.1') при некоторых С, А и ц, то

aB)!Rn= a(i)eS'(R") и asF-^'(R"), причем а(х) = 0 при

\х\>А.
Следствие 5.1. ^(R'1)cЯ_м(R'1)= U^r^(R"), т. к. из

E.1') при Im zv= 0 видно, что | й (|)|< С A +111)", g€R", откуда.

u(x)eHs(Rn) при s< -и— /г/2.
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sup E.3)

5.2. Умеренные распределения с носителем в конусе. Пусть
К—замкнутый конус в R" с вершиной в нуле, не содержащий
прямых. По определению, К+КаК и tKc^K при t > 0, так что

К— выпуклое множество. Например, /Г= R+={;t6R:.*>0}.[Обо-
R+={;t6R:.*>0}.[Обозначим через К* — двойственный конус:

К**={г\еЯп:цх>0 при х?К\О}. E.2)

Очевидно, К* — открытое множество, и К*ф 0-тогда иЬтолько
тогда, когда К не содержит прямых.

Выберем срезающую функциюJ^(a:NCo°(R") так, чтобы

A при х&К,
'

[0 при р (л:, К) > 1;

Тогда, очевидно,

¦ф (х) e^GS (Rn) при Im z?K*. E.4)

Для a65^={a6S'(R"):supp«cz/r} определим4 скалярное произ-
произведение

< a, eixz ) = < а, ^ (х) е*г > , Im z?K*. E.5)
Это произведение не зависит от выбора функции гр (х) со свой-

свойствами E.3) 4
Теорема 5.2 ([12], [28], [55], [62])ГЕсл1Г^65^ то a(|N5'(R")

продолжается в смысле определения 1.12 главы 1 до аналити-

аналитической функции u(z) в трубчатой области^ TK*={z(:Cn:lm z?K*}
(см. 4.9)), причем

a(z)= < а(х), еш > , zGTx*, E.6)

где скалярное произведение понимается как в E.5).
Выполняется оценка: при-некоторых С, \i, v (ср. с-формула-

с-формулами A.60), A.73) главы 1):

+ |*|} ', где р=р(г, dTK*)= p:Q.mz,idK*). E.6')

•Обратно, если а (г)—произвольная голоморфная функция в Г**,
удовлетворяющая оценкамагE.6'), то a|Rn65' и а допускает

единственное представление!вида E.6), где u=F~l{u\^t)Q.SK.
Определение 5.1 [([12], [55]) (ср. с определением 1.10).

Через S(K) обозначим пространство a(A:NS'(R"),f для которых

snppu(x,-\-a)cK при некотором aGR".
Из теоремы 5.2 очевидно, следует, ввиду первой формулы

в B.8):
_

Теорема 5.2'. Если u(x)?S(K), то и(|) аналитически про-

продолжается в область Тх*. Если suppu(x+ a)cK, где a€R", то

~и (z) = < а (х), -ф (х - а) е'" > , z?TK*. E.7)
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Выполняется оценка: при некоторых С, ц, v, Л>0

Обратно, если u(z)—произвольная голоморфная функция вТк*,.
удовлетвоояющая оценке E.7'), то a(z) !R«e5', и u(z) допуска-
допускает единственное представление вида E.7), где м=/7~1 (u{z) |RreN

5.3. Экспоненциально растущие распределения с носителем

в конусе. Пусть К—выпуклый замкнутый конус в R", как и

выше, не содержащий прямых.
Распределение а (х)?3>' (R") назовем экспоненциально рас-

растущим, если при некотором Б>0

где

E.8)

Определение 5.2. <Ю'Е(И.п)—множество всех экспонен-

экспоненциально растущих распределений и(х)ё<Ю%Лп), 2)'Еъ=

Обозначим для i?>0

К%={цеК*: р (л, дК*) > /?}. E.9)
Очевидно, для достаточно большого R=R(B)>0 .

ii)(A:)e^es^^N5(Rn) при Imze^. (б.Э')
Поэтому для такого /? при Imz6/<r^ имеет смысл скалярное
произведение

Теорема 5.3. Если экспоненциально растущее распреде-
распределение и<йЗ}к, то u=Fu?Z' является аналитическим функциона-
функционалом вида D.11) в области Q=TK* для достаточно большого

R > 0, где / (z) голоморфна в Тк* и определяется формулой

E.10). Выполняется оценка вида E.6'): при некоторых С, ц.

E.11>

|| Обратно, если /(z)—произвольная голоморфная функция
в Тк*, удовлетворяющая оценке E.11) при некоторых Ср., та

аналитический функционал / |г * является преобразованием
K
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Фурье от некоторого экспоненциально растущего распределе-
распределения и?ф'Ек.

Эта теорема доказывается почти дословно так же, как тео-

теорема 5.2. Более того, ее можно вывести из теоремы 5.2, поскольку

Urt(x)^e-x^u(x)eS'lc при т]б/Г* ввиду E.9') и йч(.г)=/(z+ ivd
— голоморфная функция в 7>*, непрерывная в Тк*.
Следствие 5.2. Преобразование Фурье любого экспо-

экспоненциально растущего распределения имеет локальную плот-

плотность в смысле определения 4.2 и обратное также верно.
Прямое утверждение выводится из теоремы 5.3 при помощи

разбиения экспоненциально растущего распределения в сумму
слагаемых с носителями в выпуклых конусах, не содержащих
прямых. Обратное утверждение очевидно для аналитических

функционалов вида D.11), поскольку они являются преобразо-
преобразованиями Фурье от произведения экспоненты вида е"* на умерен-
умеренное распределение из S'(R"). Остается заметить, что, в силу
предложения 4.3, любой функционал, имеющий локальную
плотность, равен конечной сумме аналитических функционалов
вида D.11).

Определение 5.3. Через 2>'Е(к) обозначим пространство
м(х)?3)'Е (R"), для которых supp и (х-\-a) czK при некотором

Последовательность >ы, если e~B'Mix)Ut(x— a)-*
к

-а) при некоторых ?>0 и a6R", не зависящих

от k (сходимость в S'K по определению совпадает со слабой

сходимостью в S'(Rn)).
Из теоремы 5.3 очевидно следует, ввиду первой формулы

в B.8):
Теорема 5.3'. Если и(х)?2>'Ет, то й==Fa —аналитиче-

—аналитический функционал в области Тк* для достаточно большого R > О

¦с локальной плотностью вида E,10), удовлетворяющей оценке

при некоторых С, ц, А > 0. Обратное также верно.

Например, для u(x)= Q(x-{-a)e3x, согласно E.10), локальная

плотность равна

/ (z) = j el"e3xdx=
е

J7 
''

при Im z > 3. E.13)
—а

§ 6. Свертка и преобразование Фурье

Согласно A.5), для и, »6#>(R")

|)=й(|)о(У, |6R". F.1)
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Теорема 6.1. Если и{х)е&'(R"), а о(jc)e2)'(Rn), то

F(u*v)=u(z)v, F.2)

где a(z)— голоморфная функция E.1), a o=Fo6Z'(C").
Для доказательства нужно аппроксимировать и и v функ-

функциями из 2){Яп), использовать F.1) и непрерывность всех опе-

операций в F.2) (свертки на (S'XiE)', преобразования Фурье и ум-
умножения в правой части).

Пусть К — замкнутый выпуклый конус в R", не содержащий
прямых, как и выше.

Теорема 6.2. Если и, иб^5'?(к), то при достаточно боль-

большом R>0

F(u*v)(z)= u(z)v{z), F.3)

Здесь u(z) я v(z)—аналитические функции, задающие функ-
функционалы и, v?Z' в области Тк* по формуле вида D.11), и левая

часть F.3)—аналитическая локальная плотность функционала
F(a*oNZ' в области Т^.*.

Для доказательства можно аппроксимировать и и о функциями
из <В' вида Ue(x)=q(ex)u(x), ve(x)= ty(BX)v(x), где ty(x)Q
GCo°(R") и г|)(л:)=1 при |jc|<1. Тогда при е-^0, очевидно,

яе.
'(К) 'к

и, кроме того, из E.10) видно, что при е->0

lte(z)->U(z), VR(Z)-+V(Z) При

F.4)

F.5)

для достаточно большого /?>0. Наконец, функции а8 (г), ve(z)
допускают равномерные по е оценки вида E.12). Поэтому, при-
применяя к ие, г>8 формулу F.2), мы при 8-3-0 получаем F.3).

Глава 3

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

§ 1. Проблема деления

1.1. Проблема деления в классах быстрорастущих распреде-
распределений. Рассмотрим уравнение @.1) при f(;t)?iZ5'(Rn). Решение

и(х) также будем искать в классе iZ5'(Rn). Применим к обеим
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частям @.1) преобразование Фурье. Тогда, в силу формулы
D.8) главы 2, получаем «алгебраическое» уравнение

P(z)u(z)=*f(z), A.1)
где равенство понимается как равенство Функционалов из Z'(C").

Теорема 1.1 ([46], [58]). Уравнение A.1) имеет решение

(C) при V/6Z'(C), если Р(§)#0.
Следствие 1.1. Уравнение A.1) имеет решение и(х)&
'(Яп) при всех fe?>'(Rn), если РфО.
Отсюда при f—8(x) вытекает теорема 2.1 главы 1.
Для доказательства теоремы 1.1 можно применить теорему

Хана—Банаха о продолжении линейных непрерывных функци-
функционалов в локально выпуклых пространствах [72]. А именно,
A.1) эквивалентно тому, что

< «<?), Р @ V (I) > — < / A)> Ч» (I) ) , ^Z (С"). A.2)
Таким образом, искомый функционал а известен на пространстве
основных функций вида Р(|)г|)(?), где ty?Z(Cn). Обозначим это

пространство через PZ. Для окончания доказательства теоре-
теоремы 1.1 остается лишь проверить, что и" продолжается с PZ
до линейного непрерывного функционала на Z. Выведем это
из теоремы Хана — Банаха. Для этого нужно лишь доказать не-

непрерывность функционала и на пространстве PZ с топологией,

индуцированной вложением PZczZ.
Лемма 1.1. Если <p(z)==P(z)q(z), где tp6Z(C), и

то также

причем

при z6C", A.3)

при zQCn, A.4)

(Ф). A.5)
где ?лг не зависит от ф (и от Л).

Эта лемма доказывается методом [12], [28], [46]. А именно,
по теореме Коши,

^B)=2^Г!) X
' <L6>

где y*—любой положительно ориентированный контур в комп-

комплексной плоскости, охватывающий точку А,=»0, а ебС"\О.
Выберем вектор ef*Rn так, чтобы

где Рт (z) =з
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Тогда P(z+^e)==aA,ni+ Qni_i(z, Я,), где Qm_i — многочлен от ^
степени </ге —1. Поэтому P(z.+ ke)= a(X— Xl(z))...(X — lm(z)).
Отсюда видно, что контур уг при vzQCn можно выбрать так, чтобы

inf A.8)

где c(wi)>0 не зависит от z6Cn; |^г| — длина контура yz.

Тогда подставляя ф/Р вместо ty в интеграл A.6), из A.3) и

A.8) немедленно получаем A.4), A.5).
Следствие 1.2. Из леммы 1.1 вытекает, что отображе-

отображение q>(g)= А])|-*1|)(?),==ф/.Р непрерывно как отображение PZ
в Z (С"). ^Поэтому функционал и, определенный по_ формуле
A.2) на PZ, непрерывен на PZ, т. к. функционал а Непреры-
Непрерывен на Z. Но тогда, по теореме Хаиа — Банаха, /^продолжается
до непрерывного функционала на Z(C") и теорема 1.1 доказана.

1.2. Проблема деления в классах экспоненциально растущих
обобщенных функций. Лестница Хёрмандера.

Теорема 1.2. Пусть /e^5'?(Rn). Тогда уравнение @.1) име-

имеет решение и?2У'Е(9.п), если только РфО.
Доказательство. Согласно предложению 4.3 главы 2,

можно считать, что J является аналитическим функционалом ви-

вида D.11) (глава 2), где Q — некоторая открытая область в

A.9)
Imz=t|

При этом, искомый функционал и на основные функции
6PZ действует по формуле

й, Ф
Imz=t|

Можно заменить г|)=Ф/Р~ в последнем интеграле выражением

A.6) и получить Этаким образом продолжение и на ФбZ,

поскольку P(Q=tM3 на yz при всех z?Cn. Существует однако

более наглядная конструкция, известная под названием

лестницы Хёрмандера. А именно, сделаем в R" линейную
замену координат % так, чтобы вектор е из A.7) стал 1-м ба-

базисным вектором. Для простоты изложения будем считать, что

сами координаты |ь ...,§„ обладают этим^ свойством, т. е.

е = A, 0, ...,0). Тогда A.10) для случая Фб-PZ можно, по тео-

теореме Коши, преобразовать к виду

1шг'=т|'



где z' = (z2, ..., zn), г]' = (tj2, ...,11л), причем (A, t\')GQ. Отметим
что, по теореме Бохнера [12], [53], область Q можно считать

выпуклой, так что (А, tj'NQ при hQ\a(r\r), Р(т]% где а(т]')<
<Р(т]'). Остается выбрать h (zr) для Уг' так, чтобы на прямой
lmzi=h(z') в комплексной плоскости 2гбС не было корней
многочлена P(zu z') от zx. Это возможно, поскольку P(z) =

=a(zl — kl(z')) ... (z1 — Km(z% причем корни ^(z'), .... %m(z')
непрерывно зависят от z', поскольку, ввиду A.7)»
а=Рт(\, О, ...,0)=^=0. Поэтому можно выбрать A(z') кусочно
непрерывно зависящим от z' при Im z' = tj' так, чтобы

A(z'N]a(tiO, Р(л')[ и |P(z)|>6>0 при Imzi=-y (z'),
Imz' = ri'. A.12)

Множество Я^{2бСп : Imz'=Ti', Imzi=ft(z'i)} называется

лестницей Хёрмандера. Из A.12) вытекает, ввиду оценки D.10),
главы 2, что функционал и из A.11) непрерывен на простран-
пространстве Z.
Следствие 1.3. Уравнение B.1) главы 1 имеет решение

&(х)е?>'Е(И.п), если Р(дх)ф0, т. к. 6(хN3УE(R").
1.3. Проблема деления в классах умеренных распределении.

Рассмотрим уравнение @.1) при f(jc)eS'(R"). Решение и(х)
также будет искать в классе S'(Rn). Применим к обеим частям

@.1) преобразование Фурье. Тогда, в. силу формулы B.5) гла-

главы 2, получим «алгебраическое уравнение»

?(S)«FW<?). IGR", A-13)

которое, в отличие от A.1), является равенством в 5'(R").
Эта проблема деления была решена в работах [4], [5],
[52], [57].
Теорема 1.3. Уравнение A.13) имеет решение u(t)_GS'(R")

при любой правой части / (l)?Sr (R"), если только Р A)фО.
Следствие 1.2. Уравнение @.1) имеет решение иб5'

при У/eS', если РфО.
При f'=b(x) отсюда вытекает теорема 2.2 главы 1.

Уравнение A.1) легко решается в случае, когда при неко-

некотором с>0

Такие операторы Р называются строго эллиптическими.

Например, оператор /СэгД — ml при /reo6R\O строго эллиптичен,

поскольку для него символ К имеет вид

#<a-H5l8-«2=H#<9l><?<l.+ [g|j*v 56R-.

Напротив, оператор Гельмгольца //=гЛ+со2 при cd6R\0 не

является строго-эллиптическим, поскольку его символ Н равен
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#(9 —— IEP+«*=*¦#(?)=0 на сфере |Е! —И-
Если оператор Р строго эллиптический, то уравнение A.18)

легко решается:

I6R". A.15)

Отметим, что оператор умножения иа -— непрерывен в S'(Rn),

поскольку g-(l)=-^—, в силу условия A.14), удовлетворяет

оценкам A.68) главы 1.

Например, уравнение [~р— ml)&(x)= S>(x), x?R, после

преобразования Фурье принимает вид ( —1?|2—то)#(|)=1,
откуда &(x)= ^r\>e-i*'i-——-2dl= ^— (ср. с формула-

формулами B.22) и A.11) глав 2 и 1 соответственно).
Почти также просто проблема деления решается в случае,

когда Я(|)=?0 при geR". Действительно, тогда из A.15) можно

определить и A) как элемент пространства 3)' (Rn). Однако,
требуется еще доказать, что a(|N5'(R"). Но последнее утверж-
утверждение вытекает из оценки типа A.14):

Лемма 1.2. Если >(|)=^=0 при |6R", то

\P(l)\>C(l-\-\l\)p, |6R", A.16)

где р может быть как положительным, так и отрицательным.
Эта лемма доказывается с помощью принципа Зайденберга —

Тарского ([21], [55], [69]).
Из A.16) легко выводится, как и выше, чтб функция ?(|)э=

=г=— удовлетворяет оценкам A.68) главы 1. Поэтому из A.15)

следует, что и (?N«S', поскольку /65' (R").
В общем случае, символ Р (|) может обращаться в нуль в

точках |6R". Обозначим

Тогда уравнение A.1) однозначно определяет сужение и(|) на

область Ш (см. определение 1.5 главы 1):

A.18)
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Здесь по определению |i^-= при g^suppq), а значит и прк.

всех gfcy.
Таким образом, чтобы ре шить проблему деления, нужна

продолжить функционал A.18), заданный в области Я, до рас-

распределения a(§N5'(R").
Эта задача, в свою очередь, называется проблемой регуля-

регуляризации. Согласно теореме 1.3, она всегда имеет решение, если

Р(|)#0. Ш osj
Замечание 1.1. Если ?^0^ то решение проблемы регу-

регуляризации заведомо неединственно. Например, к и(§) всегда,

можно добавить с6(|—go), где Щ9>, т. к- P~(sM(i— |о)=.О,
I6R*. Если же функция А(|)=Р~(|) удовлетворяет условию

A.24) главы 1, то и ЯAN(Р~(§))=0,_так что к и можно в этом

случае добавить с6(Р(?)), если 6(P(|)N5'(Rn). Например, для

символа —|||2+м2 оператора Гельмгольца Н= К-\- а>2 при»

o>6R\0 условие A.24) главы 1 выполняется и б(— |Е|2 + &>2)?
65'(R") (см. A.23) из главы 1).

§ 2. Регуляризация. Методы «вычитаний»,
выхода в комплексную область,

метод степеней Рисса

Проблему регуляризации достаточно решить для случая,

когда

поскольку любое распределение /6<S'(R") можно представить в

виде конечной суммы производных от функций со свойствами

B.1). Итак, пусть /A) удовлетворяет условиям B.1). Обозначим

/?(!) =-?111, gg#. Вообще говоря, /?(g)$?iIOC(R"), так что по>

R(i) нельзя (вообще говоря) построить обобщенную функцию R
при помощи формулы A.2) главы 1. Поэтому будем называть

R(b) формальной функцией.
Определение 2.1. Обобщенная функция R~(l)?S' (R")

называется регуляризацией формальной функции ^?(!N
6C(R"\^), если

. B.2)-

Если R1 и R2—две различные регуляризации •/?(?), то из.

B.2) вытекает, что supp^1—J
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Сложность проблемы регуляризации зависит от устройства
множества & и от характера роста R(%) вблизи 9'. В дока-
доказательстве теоремы 1.3 решающую роль играют два обстоятель-
обстоятельства:

1) алгебраическое многообразие & из A.16) является объ-
объединением конечного множества аналитических подмногообра-
подмногообразий в R" разной размерности:

л-1

¦ U
ft—О

dim ?-*= B.3)

где S7*—аналитическое подмногообразие в R";

2) =~—--растет при приближении к 9> не быстрее некоторой

(отрицательной) степени расстояния до & (неравенство Лоясе-
-ви<ш-[62]): при некоторых N и v

Оценка B.4) доказывается при помощи принципа Зайденбер-
га—Тарского [21], [55], как и A.16)

2.1. Метод вычитания [46]. Для простоты изложения огра-
ограничимся случаем, когда & — гладкое подмногообразие в R",
т. е. разложение B.3) состоит из одного слагаемого 9*, где
0? 1

Пусть сначала k= 0, так что 9?=9Ю — дискретное множество
точек (если 9ю не дискретно, то оценка B.4) не может выпол-

выполняться). Итак 9>={aj6Rn, /.= 1,..'.} и егокрестность точки аь
не содержит других точек аи е3>0. Тогда регуляризацию мож-

можно построить вычитанием из ф(лг) конечных отрезков ряда Тей-

Тейлора:

l, B.5)

2 j
i IE—ауКву/2

\~— 2 ф(а,(Д-F-Д;)
•\ jolllл

"

jol-lvl-л
"(е)

где

очевидно, ~Re&' (R«) и < R, ф > = j R'(l) ф (|) <Ц, если sup

так что R?2D' является регуляризацией функции R(?) в смысле

B.2). Однако, еще нужно доказывать, что существует R(<S'.

Пример 2.1. Для й= 1 и RA)=^можно определить ре-

регуляризацию R как главное значение по Коши: для ф(|)б5^)
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Ф> = = lim
e-0+

B.5-)

Пример 2.2. Для оператора Гельмгольца

oNR\O в R" символ Я(|)=—1||2+ «2 и grad Я (?)= —2§=?0

при Н (|) = 0. Поэтому регуляризацию /? = — можно опре-

определить по формуле /?(l) = v. р. _, ?, г , м2
. Рассмотрим теперь

более общий случай, когда 9>= 9>к н 1<&<я— 1. Пусть для

простоты ^* компактное многообразие. Для е>0 обозначим

е-окрестность 9 через 9>\. Тогда при некотором е>0 сущест-

существует диффеоморфизм А: ?^->#*х ?>""*» где Dn~k —шар
" °"~*

у дффрф X , д р

радиуса 1 (или е, все равно), переводящий |б^е в А (!)= (&*. g )»

|У6^* gD6?>"* А ($**) ?"*Х{0} Т /?где gD6?>"~*, А ($**)= Тогда регуляризацию
25) 6S(R")

где g С«/> ? xtu , n(j—)==trr s^yuj. 1шда уыулпупза
можно построить в виде, аналогичном B.5): для q>GS(R")

< R, Ф > = j /?(g) [фйAу. 0)-Ф/,A4. 0)- ..

где

J, |D),Отметим, что здесь ^"офй(|^ 0) —это производная от <рн

взятая в точке |°==0, и (|f, 0NА (Р7*).
Поскольку.^*—колшактное многообразие, то $GS' (R").
В общем случае для многообразия Р7 вида B.3) регуляриза-

регуляризация ItQS'(Rn) строится аналогично, с использованием оценки B.4).
При этом в окрестности каждой «страты» 9* множества 9" под-

подходящие координаты строятся при помощи т. н. а-процесса

(иначе — разрешения особенности) [52], [57].
Таким образом решается проблема регуляризации, и по этой

же схеме доказывается теорема 1.3 ([52], [57]).
2.2. Метод выхода в комплексную область. Такой метод ре-

регуляризации применим в тех случаях, когда R(%) при §е32 яв-

является сужением в смысле определения 1.11 главы 1 на М

функции R(z), голоморфной в некоторой трубчатой области в

С". При этом существование регуляризации выводится из леммы

1.5 главы 1.
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Не приводя общих формулировок, ограничимся рассмотре-
рассмотрением конкретных примеров.

1) Для функции /?(?)= -!, §6R\0, можно определить регу-

регуляризацию формулами ^.(gj^-J-j или ^_(g)=-^_L_. При этом

^""^±A)= + i8(±.x) = 0 при х&О, в соответствии с теоремой
5.2 главы 2, поскольку R±(Q аналитически продолжается в об-
область ImgssO.

Следствие 2.1. Для оператора Гельмгольца из примера 2.2

(|) == -=г^— можно определить как су-сурегуляризацию функции

перпозицию =#(|)= -|||2+ ПОСКОЛЬКУ
= —2|=^=0 при Я(|) = 0: R±(Q= —rj

Замечание 2.1. Регуляризация $+(%) используется для
нахождения предельной амплитуды расходящейся волны. Эта

амплитуда соответствует предельному поглощению и удовлет-
удовлетворяет условию отсутствия излучения Зоммерфельда (см. Г81„
[22], [36]) присоХ).

V L J

2) Для волнового оператора

? =- -а2А, а>0, B.6)

символ равен П (т, |)= — т2 + а2| ||2, t6R, g6Rft. Легко прове-
проверить, что П(х,1)?=0 в трубчатой области Т%* с основанием

К* = {(s, t]NR X R*: | 5 | > а \ ц \}. Эта область имеет две связные

компоненты К*±, в которых $>0 или 5<0 соответственно. По-

Поэтому можно определить две различные регуляризации

гщт, (т, gNRxR*.

Из теоремы 5.2 главы 2 следует, что

&±{t, x) =F-y((^r-±—) 1 = 0 при ±at<\x\.

Действительно, обозначим К± = {{t, x)eR X Rk '¦ ± at > | х |}.
Тогда /С± — двойственные к /С± конусы, и #+ (t, |) аналитичес-

аналитически продолжается в Г^,* .

3) Аналогично, для оператора Клейна— Гордона
Ж= П\ + т2, т>0, символ Ж(х, §)==П (т, |) + т2ф0 в ГР.
Поэтому имеются две различные регуляризации

/_! \ = ! ,,

¦(«. б)/± —<
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и из теоремы 5.2 главы 2 следует, что

2.3. Метод; комплексных степеней^ Рисса. Грубо говоря,

идея метода Рисса заключается в том, что Рх (g)— аналити-
аналитическая функция от ЛбС со значениями в S'(R") при ReA,>0,

и поэтому возникает гипотеза, что функция Р^Ц) аналитически

продолжается в область ReЖ0 и P~!(i) (значение продолже-
продолжения функции Рх при Я=— 1) является регуляризацией фор-

формальной функции =т——.

Оказывается, эта гипотеза справедлива с некоторыми уточ-
уточнениями. А именно,

1) Рх(|) продолжается до мероморфной функции от ЯбС со

значениями в S'(R") и

Лявляется регулярная часть меро-меро2) регуляризацией

при ?t,морфной функции Ph при ?t,= — 1.

Сформулируем точно имеющиеся в этой области результаты

([4], [5], [18]).
Пусть Р (|) — вещественный многочлен от geR"- Тогда при

Re К > 0 определим

приР(|)>0,_ B.7)

где ( — 1)*- —произвольная ветвь, например (— 1)*=?*¦'; под-

подразумевается, что ах = еХЫа при а>0. Отметим, что при

ReX>0 и А> = 0, 1,2,3, ...

Ях+*©=/>•(?) •?*(&), I6R". B-8)

При Re?i,>0 функция Рх (g) непрерывна и по ней можно

построить распределение eS'(R"). Отметим, что

Pk(I)-»-1 при Л->0,

Через Р+ обозначается функция

(l), P(t)>0,
О, Р(|)<0.

B.9)

B.10)

В [4], [5] доказана

Теорема 2.1. 1) Функция Р+ (и |Р|Я) из области Re Л> О

продолжается до мероморфной функции от ЯбС со значениями

в S'(R").
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2) Множество полюсов П функции Р+ (и | Р \х) от % являет-
является объединением конечного множества арифметических
прогрессий.

Доказательство этой теоремы использует о-процесс для раз-
разрешения особенностей алгебраического многообразия 9>

(см. A.17)). В [4] имеется упрощенное доказательство, не

использующее о-процесса.
Из теоремы 2.1 вытекает также мероморфность аналитичес-

аналитического продолжения функции Р\ поскольку, ввиду B.7), B.10),
Рх=РХ±-(—Х)\-Р)\ при ReA.>0.

Таким образом, Рк при аналитическом продолжении из области
^0 имеет в точке Я= — 1 изолированный полюс конечного

порядка iV или регулярна (тогда iV = 0):

BЛ1)

где rfc6S' (R"), а /?а, (I) — аналитическая функция от К в некоторой
окрестности точки Х= — 1 со значениями в S'(R").
Предложение 5.1. Функция ^_i AN5'(R") является

регуляризацией формальной функции

B.12)
где равенство понимается в смысле обобщенных функций.

Доказательство. Из B.9) и B.8) следует, что

РA)-РЛA)=РЛ+1A)-^1 при Л->-1, ReA.>— 1. B.13)
Отметим, что это равенство справедливо в смысле S'(Rn) при
всех Х^С, кроме Я,бП, в силу единственности аналитического

продолжения. Но из B.13) н B.11) вытекает, что

при Я.->-

Это возможно лишь если

§ 3. Уравнения в выпуклом конусе. Операционное исчисление

3.1. Уравнения в конусе. Пусть К— (выпуклый) замкнутый
конус в R", т. е. K+KczK и tKczK Vt^O, и пусть К не содер-

содержит прямых. Рассмотрим дифференциальное уравнение @.1) в

К. Точнее, в классе функций с носителем в К:

Р(дх)и(х)
где
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Решение а также будем искать в S'K. Тогда, по теореме 5.2

главы 2, функции й(?) и /(?) аналитически продолжаются в Т#*
и тождество A.13) также справедливо в Tjc*:

P(z)a(z)= /(z), zeTjc*. C.2)

Сформулируем необходимое и достаточное условие разреши-
разрешимости уравнения C.1) в классах S^(R"). Обозначим

V^={zeC":P(z)=O} и Vjc^VnTg,. C.3)
Также обозначим через Ук*(Р) идеал в кольце голоморфных
функций в Тк*, порожденный многочленом Р (z).

Главное наблюдение состоит в том, что, в силу C.2),

/(г)=0 при z^Vk*- C.4)
Более того, из C.2) вытекает, что

f(z)eCfMP)- C-5>

При помощи теоремы 5.2 главы 2 и метода доказательства

леммы 1.1, доказывается
Теорема 3.1 ([12], [28]). 1) Для того чтобы уравнение C.1)

имело решение ибо^., необходимо^ и достаточно, чтобы выпол-

выполнялось условие C.5), т. е. чтобы функция f (z)/P (z) j была.

голоморфной в Тк*.

2) Если дга<1Р(г)=^0 при всех zgV\*, кроме аналитического

подмногообразия в Тк* коразмерности >2, то условие C.5) экви-

эквивалентно C.4).
Пример 3.1. Пусть ге= 2 и K=°{xeR2:xi>0, х2>0}—

первый квадрант плоскости. Тогда для разрешимости уравнения

Аи(х) —u(x)=f(x), jc6R2, C.6)
в классе uGS'K при /бЗ^гнеобходимо^издостаточно, чтобы

f(zu 22)= 0спри 2:2 + 22+1 = 0, Im zx > 0, Imz2>0. C.7>

Далее, рассмотрим уравнение C.1) в классах экспоненциально

растущих распределений и, f6&>'Ejc=&'EJRn)(~)&>'jK (см. опре-
определение 5.2_ главы 2). Тогда, по теореме 5?3 главы 2, функ-

функционалы и, /€-?' являются голоморфными функционалами в об-
области Тд* при некотором достаточно большом R > 0 (см. формулу

E.9) главы 2). Обозначая голоморфные локальные плотности

функционалов и и / также через u(z) и / (z), мы из C.1),
в силу предложения 4.2 главы 2, получаем тождество C.2)-
в области Т'* вместо Tj(*'

P(z)u(z)=f(z), C.8>

Поэтому условия C.4) и C.5) также выполняются при замене
К* на K*R при достаточно большом #>0.

Аналогично теореме 3.1, при помощи теоремы 5.3 главы 2 и

метода доказательства леммы 1.1, доказывается

Теорема 3.Г 1) Для того чтобы уравнение C.1) при
f?2)'EK имело решение и^Э>'Ек, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

(Р) при некотором R > 0. C.9).

2) Если gradP(z)=?O при всех z?V^ ==VГ)Т„*, кроме под-
_, _

я ля
многообразия в Тк* коразмерности >2, то условие C.9) экви-

эквивалентно условию

/B)=0 при z?V *. C.10>
я

Здесь CJx* (P)— идеал в кольце голоморфных функций в Т„*„
я

_ ^л
порожденный многочленом Р (z).

3.2. Операционное исчисление. Возьмем п=\ и K=R+^
={Jc6R:jc>0}. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное
уравнение @.1) на полуоси

. (з.и>

где /
Для простоты изложения предположим, что / (jcNC (R+) и

u(xNCm(R+). Чтобы однозначно определить решение и(х), за-

зададим начальные условия

Решим задачу Коши C.11), C.12) при помощи преобразова-
преобразования Фурье. Преобразование Фурье для функций с носителем в

R+ иногда называют преобразованием Фурье—Лапласа. Чтобы

применить преобразование Фурье к уравнению C.11), продол-
продолжим его на всю ось jc6R:

иг-1

. C.13>
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Здесь приняты обозначения

12*

х>0,

х<0.
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[fix), л>0,
/оИ= (о, x<0. Um= (it,...,**-*), (ЗЛ4)

a &ft(?/@))—константы: из формулы A,10) главы 1 вытекает, что

Ьщ-\ (U@))=рти°, b^_2 (U@))= рти>+ pm_1tfi,...
Уравнение C.13) представляет собой задачу вида C.1).
Предположим, что и(х) й / (х) при х-> + оо имеют рост

ме выше экспоненциального:

\и(х)\<С1ев*, \/(х)\<С2еВх, х>0. C.15)
Тогда, по теореме 5.3 главы 2 (формула E.10) глава 2),

C.16)

оо

/0 (z) = J elzxf (x) dx при Im z > 5.

Заметим, что в рассматриваемом случае /C*=R+={s6R:s>0},
так что 7V={z6C:Im;z>0} и K%={s6R:s>R}, TK*={zeC:
Imz>/?}. Поэтому из C.13) вытекает, согласно C.8), что

>B)^B)=//B)=7оB)+2 **( —**)* ПРИ1Ш2>Д. C.17)

•Отсюда находим локальную плотность ИоB) функционала щ=
F

при lmz>3- <ЗЛ8)

Однако функционал a^Z' (С), определяемый этой плотностью
в области Imz>/? является, по теореме 3.1', преобразованием
Фурье от распределения и&Ь'Е$+ в том и только в том слу-

случае, когда Uq{z) голоморфна при \mz> R, т. е. выполняется

условие C.9).
Многочлен Р (z) имеет т нулей (считая с кратностью)

P(zft)=0, k = \,...,m, ZftgC. C.19)

Поэтому Р (z) =? 0 при Im z >M=max Im zk, так что условие C.9)
к

выполняется при Ц > max (M, В).
Итак, по теореме 3.1', уравнение C.13) имеет решение
JУ

ao=F-l(ao(z) \ C.20)

где щ(г) находится по формуле C.18), и «о(г) единственна при

условиях C.15). Проще всего выглядит решение щ в случае,

когда /(jc)hsO, а корни z;
— простые, т. е. zt=?Zj при i?

А именно, тогда формулу C.18) можно преобразовать к виду

C.2!)

Отсюда получаем, аналогично формуле E.13) главы 2, что
т.

т

щ (х) ==2 dk (t/(o)) 9 (jc) e~"**=« (x)=2 ^* (^w) е~'гАЛ' * > 0-
*1

C.22>
В общем случае находят ^(х) из C.18) при помощи таблиц.'
для преобразования Лапласа ([25], [45]), которое отличается
от преобразования Фурье — Лапласа заменой z>->s = —iz.

Отметим, что если мы хотим найти решение и, для которого-
\u(x)\KCeDx, j:>0, то плотность щ(г) должна быть анали-
тична при Imz>2). Поэтому, из C.17) вытекает необходимость
условия

If (Z&)=0 при Im zk > D. C.23>
Это условие также и достаточно, если корни zk простые
\mzk=hD Vk, и / = 0. Если же корень гк имеет кратность vky
то условие C.23) нужно заменить на

?/ш(г»)*0 при lmzk>D, y=0, ..., v*—1.
Это условие на и0, ..., и '1при /=-0 необходимо и достаточно

для существования решения и (х), для которого | и (х) | < ceDx
при jc>0, если lmzk=?=D 4k.

Пример 3.2. Рассмотрим задачу
o"(jc) — Зи'(.*)=0, jc>0; и@+ )==1, и'(О + )==2.

Тогда уравнение C.17) принимает вид

(— z2+3iz)uo(z)= — iz— I, Imz>3.

Отсюда находим

I 2i

у,
^=

-3- и, согласно C.22),
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)= ^-+~е3х при jc>0.

3.3. Дифференциально-разностные уравнения на полуоси
[25], [45]. Рассмотрим уравнение с запаздывающим, аргументом
на полуоси jc>0:
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(x -hk)= f (x), x>0, C.24)

где ртф0 и hk>hm*=O при 0<&</ге— 1. Предположим, что

/(^удовлетворяет условию C.15). В качестве начальных

условий можно наложить требование
и (х)= 0 при л: < 0, иб2>'?R+nCm(R).

Заметим, что C.24) является уравнением в свертках

где C.25)

2
k-0

Поэтому, из C.15), по теореме 6.2 ;^главы 2, следует, что, ана-

аналогично C.8),

Здесь
P(z)-u(z)=/(z), lmz>B.

=2 Р> (-
k=0

— символ оператора свертки C.25), равный преобразованию
Фурье от «сверточного-ядра» Р (х). Поскольку ф^ h~

при то

P(z)\>c\z\m при

1фи некотором с>0 для>достаточно большого Ж>0. Отсюда
вытекает, что частное

J при Imz>/?=-max(M,

удовлетворяет оценкам вида E.11) главы ^^Следовательно,- по

теореме 5.3 главы 2, аналитический функционал ~u(z)\imz>jt
является г. преобразованием Фурье от распределения и?2)'Ещ,
ш удовлетворяет уравнениям C.24) и C.25).

§ 4. Распространение особенностей и гладкость решений

4.1. Характеристики дифференциальных операторов. Обозна-
Обозначим через Рт главную однородную часть оператора Р из @.1):

М?. D-1)
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|о|=т

Рассмотрим сначала уравнение @.1) с таким однородным опе-
оператором Рт в случае f = 0:

Рт(дх)и(х)=0, X6R". D.2)
Найдем решения этого уравнения, имеющие вид плоских волн:

и(х) =«»(!•*), X6R»; |6R»*\0; %.x=%lXl+ . . . +§„*„, D.3)
. Для этого подставим D.3) в D.2):где

\а\=т
D.4)

Отметим, что Ят(|)= 2 P*la=imPm(t)- Из D.4) вытекает

Предложение 4.1. Функция D.3) удовлетворяет уравне-
уравнению D.2) при Vw?2)'(R), если ковектор ?6R"*\0 удовлетворяет
характеристическому уравнению

(?)=0. D.5)
|а|=ш

Определение 4.1. 1) Ковектор |€Rn*\0, удовлетворя-
удовлетворяющий уравнению D.5), называется характеристической (ко)нор-
малью уравнения @.1) (или оператора Р(дх) из @.1)).

2) Множество К всех характеристических нормалей |GRn*\
\0 называется характеристическим конусом оператора Р:

3) Гиперплоскость |?, = {veTXoRn: < |, v ) =0} в TXtRn, назы-

называется характеристической плоскостью уравнения @.1)
в точке х0, если ковектор |gR"*\O является характеристической
конормалью уравнения @.1).

4) Гиперповерхность & класса С1 в R" называется характе-

характеристической в точке х0, если ее касательная плоскость в точке

х0 является характеристической, и характеристикой уравнения
@.1), если 9" характеристическая в каждой своей точке.

Пример 4.1. Плоскость {x&Rn : (х—*о)-|=О} в R" — харак-
характеристика, если %(<К.

Следствие 4.1. Для любой характеристики вида {jcGRn :

(х—хо)-! = О} уравнения D.2) существуют решения и[х) урав-
уравнения D.2), разрывные на этой плоскости.

Например, и(х) =в((х—х0) •§) является функцией вида

D.3), удовлетворяющей (поэтому) уравнению D.2).
Замечание 4.1. Сделаем в R" линейную замену коорди-

координат х=Су. Пусть плоскость г/„=0 является при этом характе-
характеристикой уравнения D.2), т.е. ковектор io^^C )'(Q,..., 0, 1)
является характеристическим.. Тогда в новых координатах у
символ оператора Рт согласно формуле B.15) главы 2, равен
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при ti6R". Поэтому

(Рт)с @, ..., 0, 1) =Pm &,)<= 0. D.7)

Но (Р|ц)с@, .. .,0, 1) — это коэффициент в операторе (Р,„)с(ду}
при <?^и (у). Поэтому из D.7) вытекает, что в новых координа-

координатах у уравнение D.2) имеет вид

D.8)

Отсюда хорошо видно, почему решения уравнения D.2) могут
иметь разрывы вдоль характеристических гиперплоскостей уп=
= const. Действительно, уравнение D.8) не содержит старшую

производную д™п в направлении, трансверсальном к этим пло-

плоскостям, зато каждое слагаемое в D.8) содержит хотя бы одну
производную по касательным переменным у\ Уп-\- Поэтому
уравнению D.8) удовлетворяет любая функция, постоянная на

гиперплоскостях уп
= const, в частности, любая такая разрывная

функция.
Пример 4.2. Для волнового оператора B.6) характеристи-

характеристическое уравнение D.5) имеет вид

т2=а2|||2, (т, |)€RXR\ D.9)
Оно определяет коническую поверхность К в R*+1. Плоская
волна

(u(t, x)=Q(at-Xl)=Q(a, -1, 0,..., 0) • (t, х)), D.10)
где

(а, — 1, 0,:.., О)б/С,

бежит в направлении оси х\ со скоростью а и ее фронт нахо-

находится на плоскости

F ={jc1=^}= (a, —1,0, ...,0)?. D.100
Определение 4.2. Оператор Р(дх) называется строго

гиперболическим по Петровскому по переменной хп, если ха-

характеристическое уравнение D.5) при V?' = (?i,.... |n-i)€
6Rnwl\0 имеет m различных вещественных корней |п = т3A'):

Например, волновое уравнение B.6) и уравнение B.7) гла-

главы 1 являются гиперболическими по /.

4.2. Волновые фронты, бихарактеристики и распространение
особенностей.

Определение 4.3. Через Char P обозначается множество

всех характеристических конормалей оператора Р, «выходящих»
из всевозможных точек *€Rn:

CharP={(jc, l)er*R"\0*: jcgR", Pm(|)= 0}. D.12)
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Здесь 7*Rn — кокасательное расслоение к Rn, a 0* — его нуле-
нулевое сечение. Очевидно, CharP«RnX/C (см. 4.6)). Например,
для волнового оператора B.6)

где /Г={(*, iNRxRft: t« = e«|g|2}. D.12')
Центральную роль в современных исследованиях особенно-

особенностей решений дифференциальных уравнений играет понятие
волнового фронта обобщенной функции. Для u(x)?g>' (Rn)
волновой фронт WF(u) в точке x€Rn это, грубо говоря, множе-
множество всех направлений |67x*Rn, по которым и(х) не является

гладкой.

Определение 4.3. Точка (х0, |0N7'*Rn\0* не принадле-
принадлежит WF (и), если существует такая функция X (лг)бСо3 (R"), что

()?0 и для VN

I Х« (Е) 1 < при 1бГлг D.Щ
U +1 s \

где Г^(|о)—некоторая коническая окрестность точки %о в Rn.
Соответственно, WF(u) состоит из всех остальных точек (хо„
|0)e7*Rn\0*, для которых таких % и Fw(|o) нет.

Очевидно, WF(u)—замкнутое множество в 7*Rn\0 и

singsupp u =nWF (и), D.14)-

где я — проекция 7*Rn на Rn.
Смысл понятия волнового фронта раскрывает следующая:

лемма. Пусть uQS' — вещественная обобщенная функция, т. е.

<и, ф> = <и, ф>Vфe^^(Rn). Тогда справедлива
Лемма 4.1. Если (х0; A, 0,..., 0))$WF(u), то существует

функция x(x)eC0°°(Rn), для которой х(*о)=7^О,'и
 )), х'^(х2,.. „jcj, D.15V

со значе-значет.е. v(х
ниями в

¦)— гладкая функция от параметра
(R" ),и

= J dxx

Пример 4.3. Волна и из D.10) разрывна на фронте F (см»
D.10 )) и WF(u) совпадает с расслоением NF нормалей к F:

WF(u) = NF={((x, t), (|, T))eR*+ixRft+I:.(x, t)GF,

(%,r)±F). D.17)
Отметим, что WF(u)czNF очевидно, по определению 4.3, а

включение NFczWF(u) вытекает из леммы 4.1.

Пример 4.4. Поскольку %(х)8(х~хо)=%(х,)&(х— хо) и

FF(x—xo))=eix'h то

WF (б (jc -х0)) == х0 X (R" \0). D.Щ
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Теорема 4.1. ([38], [55]). Если u&2)'(Rn) — решение
уравнения B.1), то

WF(u)c=(CharP(jWF(/)). D.19)
Грубо говоря, решение и(х) не является гладким в точке х

но направлению |67x*Rn только тогда, когда либо f(x) не глад-
жая в направлении |, либо оператор Р «характеристический» в
этом направлении.
Пример 4.5. Для волны D.10)

WF(u)=NFcrCharn = R''+1X/C. D.20)
Включение здесь вытекает из того, что нормаль к F можно
вычислить по формуле (т, %) =grad(fltf—*i) = (l, 0,..., 0, —а),
т. е. т= —а, \ = A, 0,..., 0), откуда следует D.9). Таким обра-
образом, включение D.19) для волны D.10) действительно справед-
справедливо. Отметим также, что здесь WF(/)=0, т. к. /=0.

Для более тонкой характеризации особенностей решения и

уравнения @.1) служит понятие бихарактеристики уравнения
@.1).

Предположим, что старшая часть Рт уравнения @.1) имеет
вещественные коэффициенты. Рассмотрим гамильтонову сис-

систему в 7*Rn с гамильтонианом Н(х, t)=Pm(l) =Pm(i%):

D.21)-#;= 0, s6R.

Очевидно, решения этой системы—прямые

;
Как известно (и хорошо видно из D.22)), гамильтониан

Н(х, %)=Рт(%) сохраняется вдоль траекторий D.22). В част-
частности, множество Char P инвариантно относительно гамильтоно-
ва потока Ф„ s6R, системы D.21).

О п р е д е л е н и е 4.4. Бихарактеристиками (или бихарак-
теристическими полосками [43], [49]) уравнения @.1) называ-
называются кривые в 7*Rn — траектории гамильтоновой системы
D.21), лежащие в CharP (т .е. на которых символ Pm(I) обра-
обращается в нуль). Лучи уравнения @.1) —это проекции его би-
бихарактеристик при отображении я : 7*Rn-»-Rn.
Теорема 4.2 ([38], [55]). Пусть старшая часть Рт уравне-уравнения @.1) имеет вещественные коэффициенты и пусть Р„ яв-

является оператором главного типа, т. е.

при Рп(Ъ)=О, g€R»\O. D.23)
Тогда, если f(x)C°°(Rn), то WF(«) —подмножество в CharP,
инвариантное относительно гамильтонова потока Фя, s€R, сис-
системы D.21). Иными словами, если (х0, |0NWF (и), то (х0, ?оN
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€CharP и вся бихарактеристика D.22) также содержится в

¦WF(u).
Грубо говоря, особенности решения и(х) уравнения @.1)

распространяются по бихарактеристикам. Отметим, что усло-
условиям теоремы 4.2 удовлетворяют, например, уравнения B.6),
B.7), B.10) и B.11) из главы 1.

Замечание 4.2. При условии D.23) проекции на R? би-

бихарактеристик D.22) уравнения @.1), т. е. его лучи, являются

грубо говоря, пересечениями всех «бесконечно-близких» друг
лс другу характеристических плоскостей |? с характеристически-

характеристическими нормалями |, близкими к |0. Действительно, если /эщAо)=О
.я Iot^O, то плоскость (?о)г, в RJ, проходящая через х0 н орто-
ортогональная g0, является, по определению 4.1, характеристической
для уравнения @.1). Поверхность Ar=={!6R'I:.Pm(!)= 0} является

^гладкой в точке |0, ввиду D.23), и вектор gradP^do) орто-
ортогонален к Тъ,К. Но К—коническая поверхность, поскольку

Рщ0—однородный многочлен. Следовательно, %&Т\,К, так

что gradPm(!0)j_io- Это вытекает также из формулы Эйлера:
|0-gradPm(|0)-=mPm(|0)=0. Поэтому

-Отсюда вытекает, что

при и |->10. D.24)

(ljTjadP^(|0))=O(|l-|0p) при ge*. 6-^go. D.24')
где в левой части стоит угол между характеристической гипер-
гиперплоскостью g^r с нормалью |, близкой к %>, й вектором

gradPm(|0). Остается заметить, что [grad Pm (g0) является на-

направляющим вектором проекции бихарактеристики D.22) на R?»
а D.24') означает, что вектор gradPm(in) «лежит в |^ с точ-

точностью до О(|| —10|2)» при 1вК, |->1о.
Определение 4.5. Коническая поверхность

-

Кх.=Char Р n r^R" D.25J
iB T*x R" называется характеристическим конусом уравне-
уравнения @.1), в точке х0; коническая поверхность Qx<> в TXcRn,
определяемая формулой

Q^= {t:e7'^R":t»= sgradPm(i), |6^., s6R}, D.26)
называется характеристическим коноидом [43], [49] уравне-
уравнения @.1) в точке х0.

Замечание 4.3. Поверхность QXt при условии D.33) обра-
образована норма лями к касательным плоскостям поверхности Кх,- Ко-

лоид Qx, явл яется грубо говоря огибающей поверхностью для се-

семейства характеристических гиперплоскостей |i,, проходящих через

точку х0. Действительно, из D.24) вытекает, что |• (gradPm(go) —

187



—grad PJfc)) =О (| | - ^ P) при б,,, se^T и l0 -> S, т. е. грубо говоря,.
I-l касается поверхности Q^o по прямой (s grad Pm (|), s6R}eQXo,

Теорема 4.2 допускает обобщение на случай негладких

функций f (х).
Теорема 4.2' ([38], [55]). Если оператор Р удовлетворяет

условиям теоремы 4.2, то

(WF(u)\WF(/))c:CharP D.27)
и если (х0, |0)eWF(u)\WF(/), то WF(u) содержит также пере-
пересечение бихарактеристики D.22) с компонентой связности от-

открытого множества 7*Rn\WF(/) содержащей точку (*<>, |0)-
Например, WFF)=0X(Rn*\0) согласно D.18). Поэтому из:

теоремы 4.2' для f(x)=8(x) вытекает

Следствие 4.2. Пусть оператор Р удовлетворяет услови-
условиям теоремы 4.2 и ??(х) —любое фундаментальное решение опе-

оператора Р. Тогда если (х0, go)eWF(<g>)\[OxRn*\O)] и прямая
{*o+gradP(!;o)°s, s€R} в Rn не проходит через точку х=0, то

она вся содержится в sing supp ?\ Если же эта прямая прохо-
проходит через точку х=0, то в singsupp^ содержится, по крайней
мере, луч, содержащий точку хо. Таким образом, sing, supp^T
является проекцией на R" некоторого семейства бихарактери-
бихарактеристик и половин бихарактеристик оператора Р.

§ 5. Гладкость решений эллиптических уравнений.
Гипоэллиптичность

5.1. Гладкость обобщенных решений эллиптических уравне-
уравнений.

Определение 5.1. Оператор Р(дх) называется эллипти-

эллиптическим, если

Л„A)?=0 при |€R"\0, E.1)
т. е. оператор Р (дх) не имеет (вещественных) характеристик:

CharP= 0. E.Г)

Пример 5.1. Оператор Лапласа в R"—эллиптический, по-

поскольку А(|)=—! Ц2 =^0 при g6R"\0. Аналогично, оператор
Гельмгольца Н= А+ со2—эллиптический, поскольку Й2 (I)=
= _jg|2=?0 при i6Rn\0.

Оператор Коиш—Римана -=- =-»- К—h* -*] на плоскости;

R2 — эллиптический, т. к. его символ +"о"(— ii + Tl)?=0 пРж

(I. t)NR2\0.
Предложение 5.1 ([11], [55]). Порядок т эллиптическо-

эллиптического оператора Р(дх) —четное число, если 3
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Отметим, что для операторов Р(дх) с вещественными коэф-
коэффициентами это предложение очевидно при всех п^=2.

Замечание 5.1. При п=1 все уравнения вида @.1) —эл-

—эллиптические, если только Р(дх)^=0.
Теорема 5.1. Лемма Вейля, [38], [70]). Если в уравнении

@.1) оператор Р(дх) эллиптический, a f(x)eC°°(Q), где Q —

некоторая область в Rn, то также u(x)G°°C(Q).
Отметим, что sing supp/= sing suppPucrsing supp и, а из

теоремы 5.1 вытекает обратное включение. Поэтому теорема 5.1
эквивалентна равенству

sing supp u= sing supp/ E.2)
для эллиптического оператора Р(дх).

Замечание 5.2. Если оператор Р не эллиптический и, на-

например, однородный, т. е. Р = Рт(дх), то равенство E.2), вообще
говоря, не выполняется. Действительно, если Рто(|0)=0 для не-

некоторого |06Rn\0, то однородное уравнение Рт(дх)и(х) =0,
xGR", имеет разрывные решения согласно следствию 4.1.

Замечание 5.3. Теорема 5.1 является частным случаем
теоремы 4.1. Действительно, если оператор Р эллиптический, то

OiarP=0 поэтому из D.19) вытекает, что

WF(u)=WF(f). E.3)

Отсюда, ввиду D.14), получаем E.2).
5.2. Гипоэллиптические операторы. Оказывается, равенство

E.2) выполняется не только для эллиптических операторов.

Определение 5.2. Оператор Р(дх) называется гипоэл-

липтическим, если для любого решения и(х) уравнения @.1)
справедливо равенство E.2). Иначе: из гладкости f(x) в неко-

некоторой области QcrR" следует гладкость решения уравнения

@.1) в той же области.
Гипоэллиптичность оператора Р(дх) оказывается связана с

достаточной удаленностью комплексных нулей символа P(z) от

вещественного пространства. А именно, обозначим

Kc(P)=s{zeCa:P (z)—0}. E.4)

Теорема 5.2 ([37], [69]). Оператор Р(дх) гипоэллиптиче-

ский тогда и только тогда, когда на алгебраическом многооб-
разиии E.4)

\lmz\^A\Rez\x—В при некоторых Л>0, В, *6R, E.5)

или, что эквивалентно,

|1т2|-»-оо при и |Rez|-»-oo. E.5')

Оказывается, возможно охарактеризовать гипоэллиптические

операторы также по поведению их символа в вещественной об-
области:
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Теорема 5.3 ([37], [69]). Гипоэллиптичность оператора
Р(дх) эквивалентна каждому из следующих двух условий:

при v96R"

lim
i6i—

= 0 при yj = п.

<5.6>

E.60"

Гипоэллиптичность также просто связана с гладкостью фун-
фундаментальных решений.

Если оператор Р гипоэллиптичен, то, по определению 5.2,
любое его фундаментальное решение ё?(х) —гладкое при хфО„
т. к. 6(х) —гладкая при хфО: б(*)=0 при хфО.

Из леммы 2.2 главы 1 следует, что верно и обратное.
Теорема 5.4. Если уравнение @.1) имеет хотя бы одно-

фундаментальное решение &(х), гладкое при хфО, то оператор-
Р(дх) гипоэллиптичен.

Доказательство. Пусть /(хN2У(R") и /|a€C°°(Q), где
Q—область в R". Возьмем любую точку jco6Q и функции
Ф, Ф и ф такие, как в формуле B.18) главы 1, и cocsuppqxzQ.

Тогда из формулы B.21) главы 1 следует, что

и(х)={&*ч/)(х)—(&*Pw)(x) при jc6co.

Отсюда вытекает, что и(х)вС°° при х?а>. Действительно,.

9/6Co°(R") и, согласно формуле A.58) главы 1,

sing supp &*Pwc{0}+ supp w=supp w,

a supp w не пересекается с ©.

Следствие 5.1. При п=\ все операторы РфО вида @.1)
являются гипоэллиптическими, поскольку все фундаментальные
решения B.15) главы 1 — гладкие при хфО.

Глава 4

ФУНКЦИЯ Р+х ДЛЯ МНОГОЧЛЕНОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ К ПОСТРОЕНИЮ

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

В этой главе мы сначала в §§ 1, 2 изучим аналитическое

продолжение функции Р+к для многочленов Р(х) второго (и
первого) порядка. Затем при помощи этого аналитического

продолжения мы построим в §§ 3—5 фундаментальные решения
для уравнений второго порядка с невырожденной квадратичной
формой произвольной сигнатуры с любым числом независимых

переменных.
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В частности, будут получены все фундаментальные решения»
B.6'), B.7'), B.10') и B.11') главы 1. Построенные в §§ 3—S
фундаментальные решения являются инвариантными относи-

относительно группы ортогональных преобразований, сохраняющих,
главную часть уравнения: они являются функциями от «ради-
«радиуса» в (вообще говоря) индефинитной метрике, связанной с

уравнением. В частности, фундаментальные решения B.7') гла-

главы 1 уравнения Клейна—Гордона B.7) главы 1 оказываются

аналитическим продолжением бесселевых функций от интервала
Лоренца по-номеру бесселевой функции.

§ 1. Функция Р+- в случае,
когда Р — вещественная линейная функция

1.1. Аналитическое продолжение по X. Если P(x)=piXi+
... +р-пХп+ро и Р(;е)=й const, то, произведя аффинную замену
переменных, можно считать, что Р(х) =Х\. Поэтому остается рас-
рассмотреть одномерный случай, когда п=1, и (см. формулу B.10)
главы 1)

{ Р%. (х), ф (х) ) = { Хл.> ф (х) ) =
т

оо

х) dx Re Я > — 1,

Этот интеграл сходится и аналитически зависит от % при Re
>—1.
Теорема 1.1. Функция А,—*-х^., голоморфная как отобра-

отображение области ReA,>—1 в iZ)'(R), продолжается до мероморф-
ной в смысле [18] функции от ЯбС со значениями в <25'(R). Она
имеет простые полюса в точках Я, =—1, —2,... и вычеты

1,2,
А.1-*

+~~
(к—1)!

Доказательство. Вычитая из ф{х) ряд Тейлора с цент-

центром в х= 0 получаем при ReA,> — 1 для v^6S5(R)

( х%, ф(х) ) = Jxbf (x)dx=l х>>[ф (jc)—ф@)-...

хх dx+

Интегралы \ ... легко вычисляются:
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Т е о р е м а 5.3 ([37], [69]). Гипоэллиптичность оператора
д) эквивалентна каждому из следующих двух условий:

Шп3
I-oo Р A)

при veeR";

lim-
Р (I)

= 0 при уу = п.

E.6>

<5.6>

Гипоэллиптичность также просто связана с гладкостью фун-
фундаментальных решений.

Если оператор Р гипоэллиптичен, то, по определению 5.2,
любое его фундаментальное решение <&(х) —гладкое при хфО„
т. к. &(х) —гладкая при хфО: 8(х)=0 при хфО.

Из леммы 2.2 главы 1 следует, что верно и обратное.
Теорема 5.4. Если уравнение @.1) имеет хотя бы одно

фундаментальное решение ё?(х), гладкое при хфО, то оператор-
Р(дх) гипоэллиптичен.

Доказательство. Пусть / (хN&>' (R") и /|a6C°°(Q), где

Q—область в R". Возьмем любую точку xo?Q и функции
Ф, Ф и ф такие, как в формуле B.18) главы 1, и acsupp4>c:Q.

Тогда из формулы B.21) главы 1 следует, что

) — (??*Pw)(x) при

Отсюда вытекает, что u(x)QC°° при xQa>. Действительно,.

9/6Co°(R") и> согласно формуле A.58) главы 1,

sing supp S"*Pwcz{0} + supp w= supp w,

a supp w не пересекается с ю.

Следствие 5.1. При п=\ все операторы РфО вида @.1)
являются гипоэллиптическими, поскольку все фундаментальные
решения B.15) главы 1 —гладкие при хфО.

Глава 4

ФУНКЦИЯ Р+к ДЛЯ МНОГОЧЛЕНОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ К ПОСТРОЕНИЮ

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

В этой главе мы сначала в §§ 1, 2 изучим аналитическое

продолжение функции Р+к для многочленов Р(х) второго (и
первого) порядка. Затем при помощи этого аналитического

продолжения мы построим в §§ 3—5 фундаментальные решения
для уравнений второго порядка с невырожденной квадратичной
формой произвольной сигнатуры с любым числом независимых

переменных.
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В частности, будут получены все фундаментальные решения»
B.6'), B.7'), B.10') и B.1 Г) главы 1. Построенные в §§ 3—S
фундаментальные решения являются инвариантными относи-

относительно группы ортогональных преобразований, сохраняющих,
главную часть уравнения: они являются функциями от «ради-
«радиуса» в (вообще говоря) индефинитной метрике, связанной с

уравнением. В частности, фундаментальные решения B.7') гла-

главы 1 уравнения Клейна—Гордона B.7) главы 1 оказываются
аналитическим продолжением бесселевых функций от интервала
Лоренца по-номеру бесселевой функции.

§ 1. Функция Р+- в случае,
когда Р — вещественная линейная функция

1.1. Аналитическое продолжение по Я. Если Р(х)=р\Х\+ .._

... +рпХя+ро и P(x)^const, то, произведя аффинную замену
переменных, можно считать, что Р(х) =хх. Поэтому остается рас-
рассмотреть одномерный случай, когда п=\, и (см. формулу B.10)
главы 1)

x) dx , Re Я > — 1,

Этот интеграл сходится и аналитически зависит от X при ReA,>
>—1.
Теорема 1.1. Функция Х->-х^_, голоморфная как отобра-

отображение области ReA,>—1 в iZ)'(R), продолжается до мероморф-
ной в смысле [18] функции от ЯбС со значениями в i25'(R). Она
имеет простые полюса в точках Х =—1, —2,... и вычеты

res ^-( —1I

Доказательство. Вычитая из ф(.*) ряд Тейлора с цент-

центром в х=0 получаем при ReA,> — 1 для уфб^^)
оо 1

< 4., Ф (JC) ) = J *Чр (*)cU= j х»- ф (х)-Ф @)-...
о о

L

A.3)
—1

t —1)!
dx.

1

Интегралы J легко вычисляются:
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Ji —1I
dx-

—1I
' A.4)

Очевидно, первый интеграл в правой части A.3) —голо-

—голоморфная функция при ReA,>—k—1, второй интеграл — при всех
А6С, а сумма остальных имеет простые полюсы в точках Х=

=—k с вычетами ф<*-»@)/(?— 1)!.
Другое доказательство: при ReA,>—1

< -4, ¦

ф (Л) > JC* ф ( р' (JC)

Следовательно, функция

<(Ь+1)...(*,+ *)*?, Ф(ж) >=-(— :

голоморфна по Я, при Re Я, > — k — 1, и

оо

(—*)*'
res < jc\

A.5)

A.6)

^-^О)
A7)

Следствие 1.1. Сделаем в х^ подстановку x = k(y)=
= |t/|2 —а2, где J/6R", co6R\0. Поскольку singsuppjc*={0},
a gradA(t/)=?O при |у|2 = ю2, то (А (г/))* = (| у |2 — <о2)?еЬ' (R*)
в силу замечания 1.4 главы 1. Кроме того, отображение и(х)**-
»-+и(АA/)) непрерывно по и в классе функций и (х) с singsupp«$O
в соответствующей сходимости. Поэтому (|у|2— <а2)к — меро-
морфная функция от ЛбС с простыми полюсами в Я =—1, —2,...
и вычетами •

1.2. Применение к бесселевым функциям. По определению
147], [70] при v€C

определим как аналитическое продолжение из области Rev>0
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Каждое слагаемое при r = 0, 1,... —голоморфная( + + )

функция от v6C со значениями в 3)' (R) по теореме 1.1. При
целых v== — 1, —2,...

|0 при 2r + v>0,

(т. е. при —2r<v<—г— 1.

Поэтому при /=1,2,... для v=—i

==0, —1, —2,...,

(Х2г</
1zrr\(l—2г— 1)! +). A.12)

§ 2. Функция Р^ Для случая,

когда Р{х) —квадратичная форма типа (т, п—т)
с вещественными коэффициентами

Пусть Р(х)=В(х)—невырожденная квадратичная форма в

R" с вещественными коэффициентами. Линейной заменой коор-
координат она приводится к виду

В(х)-х\+ .. , + хЪ-х*,^-... -xl, B.1)

где 0^.т^.п. Покажем, что Р? (х) аналитична при ReA,>—1

со значениями в ^)'(Rn) и продолжается до мероморфной функ-
функции от Я.6С. Если /п=0, то В? (х)==0. При тфО нужно разли-
различать два случая: и=пи l^lm^Ln—1. Дело в том, что при т=п

множество В(х)=0 состоит из одной точки х= 0, а при l^m^
<1га—1 это множество является конической поверхностью Qcz

c:Rn, гладкой вне вершины ;с=0.

Замечание 2.1. При т~п функция В+ (х) = \х\
в области jc=t=O — голоморфная функция от \(*С со значениям

в &)' (R"\{0}). В случае К/га</г при х^=0 очевидно

grad В (х) Ф 0, поэтому В% можно представить как суперпозицию

(.)% и В (х):
B.2)

Следовательно, В+(х)\Хфо, по теореме 1.1,—мероморфная функ-
функция от Я?С со значениями в S5'(R"\{0}) и вычетами (см. A.2))

А-1, 2, ... B.3)res В\(х)
>,=—ft

(Х))

2.1. Случай, когда т=п. В этом случае В+ (х)

^(jc)= |jc|2Xi. Мы изучим \х\х, а для |jc|2>1
13—10120 в

х\2 и

все результаты по-
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лучаются простым пересчетом. В сферических координатах
jc= rco, где |ю|,= 1, r =||0 Д B)R RA
> —п сходится интеграл

где

Для
л

L*|\ ф(л:) > = |г?"+"-1ф(г)й?г= <
о

Ф(г)= J ф(гсо)й?со.

р
") при ReA,>

(г) ) , B.4)

Разлагая <f>(x) в ряд Тейлора в точке л;=0, мы видим, что

Ф (г) при г -»¦ 0 разлагается в ряд только по четным степеням

г: г°, г2 Следовательно, по теореме 1.1, интеграл B.4)
имеет полюса лишь при Л+л— 1 = —1, —3, ..., —1—2k, ...

... (? = 0, 1,2,'...) с вычетами (см. [18])

res < |сд:
л2*

"

ФB*>@)
¦а,

Д*Ф@)
—2)

B.5)

где Qn — площадь сферы |х|=1 в Rn.
Отметим, что последнее равенство очевидно для k=0.

Из B.5) вытекает, что \х\х — мероморфная функция от A.GC
со значениями в ?&' (R") с простыми полюсами при Я=—п—2k,
k= 0, I, 2,... и вычетами

I х УК _ Q
Д*б (х)

В частности, при

2*А1»...(в + 2*—2)

Qn8(x).

B.6)

B.7)res \x

Таким образом, все вычеты функции | х |х сосредоточены в точке

х= 0. Отметим важный для дальнейшего случай п= 1:

res
—1I

= 0, 1, 2, .... B.8)

Из доказанного следует

Теорема 2.1. При т*=п обобщенная функция ??*"=
= |лг|2я<— мероморфная функция от ХбС со значениями в 2)' (R")
с простыми полюсами в точках Я= -к—А и вычетом в точке

и= -—?р равным

res 5a^=^
«.

^
~

2

B.7')

2.2. Применение к разложению б-функции на плоские

волны. Возьмем а(х)= \&'Х\, где (o6R"\0, и cu-a:=cu1a:i+...
...+©„*„—«плоская волна». Тогда
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а^(х)= \(о-х\к B.9)*

при ReA,>—1 есть результат подстановки у— а-х в функцию-
у\х, J/6R. Поскольку grady^cu^O, то из B.8) следует, что

а-х\х из области ReA,>—1 продолжается до мероморфной
функции от A.GC со значениями b\25'(R") с простыми полюсами
в точках Я=—1—2k, k=0, I, 2,... и вычетами

res
— 1)!

сосредоточенными на гиперплоскости со-л:=0.

Осредним B.9) по сфере |<о| — 1: при ReX>
— 1

J i to- (A., n)r\

где

*-< Г
=2п 2

(см. [18]). Отсюда

dti)= 2\x\

Обе части равенства B.12), ввиду B.6) и B.10), продолжаются,
до аналитических функций от ЯбС. Поэтому из их совпадения;

при ReA,>—1 следует, что они совпадают и при всех ЯбС. При
этом левую часть нужно понимать как интеграл от функции па-

параметра со со значениями в ^>'(R").
При Х=—п из B.12) и B.6) получаем

Это есть разложение б-функции на плоские волны, имеющее'

важные приложения (см. [18]).
2.3. Случай l^m^/i—1. В биполярных координатах (хи ¦ • •

..., хт)=г(от, (Хт+и ..., х„) =р8та-ш, где г, р>0, |сот| = |Эп-т| =<

= 1, получаем В(х)—г2—р2. Поэтому при Rei>—1 для;

< В%+ (X), ф (X) > = j ( j (Г2 - р2)*ф (Г,

13*

о \о
,B.14>
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где

Ф (/ B.15)

Как и выше, ф(г, р) при г-э-0 или р-^-0 разлагается вряд лишь

по четным степеням г и р.

После замены р=тг, 1—x=s, получаем

< В\, ф > = J I j A — t2)V2A<9 (г, xr) r"-Ir"-'n-1cf.T I dr=

1 Г oo
-j

= j s4 B—sf j г^+'-'ф (г, A — s) г) A — s)n~m-ldr ds =

']
B.16)

где

/(r, s, A) —(r —s)vV(r, (l-s)r) A-5)Гт~'- B.16')
Из теоремы 1.1 вытекает, что здесь внутренний интеграл
(по г)—мероморфная функция от Л6С с простыми полюсами

при 2Я+Л— 1== — 1, — 3, ...,
— 1— 2у, ... (Ур-0,1, ...), т.е.

при Я=А?= 5—yt поскольку /(г, s, Я) при г-^0 разлагается
в ряд Тейлора лишь по четным степеням г. Поэтому обозначая

1,... J-, получаем:

¦, s, X) 1 ~

(s, Я) >, B.17)2

где «Э/7@+ , s, Я) и /?^(s, Я) —гладкие функции от sg[O, 1],
голоморфные по Я при Re Я> — N. Применяя к B.17) повторно
теорему 1.1 (точнее, метод доказательства этой теоремы),
получаем, что

di~1d2/l@+, 0, X)
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где Л?=—i,
функция при

«f—1, —2,...},
—N.

а /?„улг(Я) — голоморфная:

Отсюда видно, что В%—мероморфная функция от ЛбС с по-

полюсами в точках

функции В+ в полюсах

простыми при Вычеты;

сосредоточены при s = 0, т. е-

Q{GRnB(H}
фу + р р ,

при р==г, или иначе—на «конусе» Q={xGRn:B(x)~=0}, а вычеты

в Яб^Ч^ —при г=0, т.е. при р= 0 и t=l—sg[O, 1], ила

иначе— в вершине лг= О «на всех угловых направлениях

тб[0, 1]» (иа которых В(х)>0). В точках Алб^П^ полюсы,,

вообще говоря, имеют второй порядок: первый вычет сосредо-

сосредоточен на конусе Q (в том числе и в вершине л: = 0), а второй:
вычет (т. е. коэффициент при -^—г-тг) сосредоточен в вершине;

х==0 конуса Q. Из сказанного выводится (см. [18])
Теорема 2.2. 1) При 1 </»<«—1, я>2 функция

¦ "t —голоморфная функция от ЯбС со значениями
1 (л +1}

в 53'(Rn\0) и мероморфная функция от ЯбС со значениями

в ЗУ (R").
2) Она имеет лишь простые полюса, расположенные в точках:

--?— J:J*-O, l,2,...l. С

Вычеты сосредоточены в вершине л:=0; вычет в «первом»

полюсе Я= — -тр пропорционален б (х):

res

,
.

п
Л"™ п

B.20>

Г. B-

3) Значения
г .,

*
„ при

ные функции, сосредоточенные на конусе Q:

б<*-'> (В (х))
л__а~~ (к—1I

= {—1, — 2, ...}—обобщен-

Г(Я. +
й = 1, 2, .... B.22)

Действительно, B.22) вытекает из B.3). Формула B.20}
вытекает из B.17), B.16 ):

в+ m \ / s+ П0+. s, X) N
< res P,it14> Ф > = < n,, T 1ч'. -1—^ >

19?



' °) о -

n • B.23)

Пример 2.1. Для случая, когда ге=4, то= 1 и В(х)=
х^—х^—х* —л:| —интервал Лоренца, из B.21) и A.2) получаем

B.24)

Аналогично, для я=2, то=1 и В(х),*=х\—х\

~=1. B.24')

2.4. Применение к бесселевым функциям. Аналогично A.10),
для квадратичной формы В(х) из B.1) иг функции Hv(z)=
==zv/v(z), argz6] — я, я[, определим суперпозицию с У В+(х)
для Rev>0 как функцию

При Rev>0—это непрерывная функция от .*6Rn. При Rev<0
определим ее аналитическим продолжением по v как функцию
от v со значениями в 2)' (R").

Согласно теореме 2.2, здесь каждое слагаемое
+

—

голоморфная функция от vgC со значениями в 3D' (R"\{0}),
я мероморфная функция от vgC со значениями в 2)' (R") с про-
простыми полюсами при r +ve^°=|—\—J:j= O, 1, 2, ...}. Ее

вычет в точке v= —г— -|- равен B.20):

res — \, п>2. B.26)

Отсюда вытекает

Теорема 2.3. Hv(VВ+ (х)) — мероморфная функция от vgC
со значениями в ^>'(R"), с простыми полюсами при vg^°.

Формулы B.26) будут использованы в следующих §§ 4, 5
при вычислении фундаментальных решений дифференциальных
уравнений @.1) второго порядка. В частности, для волнового

уравнения н уравнения Клейна—Гордона в R* (при этом /г=»

й+1 1)
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Отметим, что, аналогично A.12), при 1=\, 2,... для v = —I

2, V (-Р'г8<'-г-1Нв(х))
0<r</-t

B.27)
Замечание 2.1. Формулы B.22) и B.27) справедливы

лишь при х=^=0. Чтобы формула B,22) была справедливой при
«всех» xGR, нужно правильным образам регуляризовать б'*-1'
(В(х)) в точке х = 0. Такая регуляризация возможна в B.22)
лишь в тех случаях, когда Я=—Ы9Ю={—-^—/ : / = 0, 1, 2,...},

т. е. когда левая часть B.22) имеет смысл. Тогда правую часть

B.22), по определению, нужно считать равной левой части.

Равенство B.27) при такой регуляризации б(г~г~п (В (х)) также

будет справедливым, как видно из вывода формулы B.27), если

—/+г<^° при г=0, 1, 2,.... /—1. B.28)
Это условие выполняется, если, например, п — нечетное или

f . B.29)

Итак, для йт^-^+ у, у = 0, 1, .... нужно задать регуляризацию

6(k~l) (В (х)), используя формулу B.22): ввиду B.16), для (pe2>(R">

Х—к

U
Отметим, что при таких k

( г-2к+п~\ I (г, s, Я) >

*- B— s)-* f
о

1? (г, A — s) г) A — rfr B.31)

— сходящийся интеграл, поскольку — 2k-{-n>0.
В частности, для k = l и /О=3 формула B.22) справедлива,

если положить,, в соответствии с B.30) и B.31),
оо

< б (В (х), ф (х) > ^=у ^ гл ф(г, г) dr. B.32)
о

Отметим, что при /О=3 и А=1 выполняется условие A.24)
главы 1 и выражение B.32) соответствует формуле A.22)
главы 1, т. е. согласуется с «обычной» практикой вычислений
с б-функцией как с единичной мерой. А именно, пользуясь фор-

формулой A.25) главы 1 получаем, как в формуле A.26) главы 1
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J 8(B(x))<?(x)dx= J

ПгЯ~22Тбе- е^С"' . B.33)

Отметим, что для k= 1 такое совпадение с «обычны-
«обычными» методами имеет место лишь при /г^З (как в примере 1.11
главы 1). При п= 2 интеграл B.32) расходится и формула
B.22) не может быть справедливой, поскольку ее левая часть

не существует. Отметим также, что при условии B.29) форму-
формула . B.22) также справедлива при «обычной» методике
вычислений с производными б-функции, поскольку все возни-

возникающие при этом интегралы сходятся. Например, для 1=2

условие B.29) выполняется при /г^4 и т. д. Мы воспользуемся
ниже формулами B.22) и B.27) в случае т— \, /г = 4 и k=l,

/=il, когда условие B.29) выполнено:

Н_г (УЩх))= - 8 (Д (х))-В+Х'2(х) Jx (У~ЩЩ), xeR*. B.35)
Отметим также, что в этом случае В(х)=х\—х\—х\— х\ —

интервал Лоренца, и из B.20) и B.24), B.25) вытекают формулы

res == яб (х)=> res Нч {VB+ (х))=яб (л:). B.36)
v=—2

Аналогично, для л=2 и

и B.25), получаем

в\
fl, Г (Я+ 1)

=х\—х\, ввиду B.20), B.24')

B.37)* б (х)=> res Hv (УВ+(х))=б (л:).

§ 3. Инвариантные фундаментальные решения уравнений
второго порядка с вещественными коэффициентами

В этом параграфе мы построим фундаментальные решения
для уравнений @.1) второго порядка, т. е. когда т = 2, с веще-

вещественными коэффициентами. Такие уравнения можно записать

в виде

п п

Ри<л)==г>2 в«а|^+2«*йг+аьи"/<*>. •**"¦ C-1)

Предположим также, что это уравнение имеет невырожденную

квадратичную форму, т. е.

detA^O, Л=(а^./=1 „, ач=ап. C.2)
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Замена и(х)=v(x)eb-x, &6R". приводит уравнение C.1) к виду

Определим вектор Ь так, чтобы

6=—уЛ"'о. Тогда C.3) принимает вид

C.3)
т. е.

q=ao-~(a, A~*a). C.4)

Таким образом, уравнения C.1) и C.4) эквивалентны. Более
того, они имеют одни и те же фундаментальные решения, по-

поскольку б (х) е~ь' *=б (х).
Приведем C.4) к каноническому виду линейной заменой пе-

переменных х = Су. При этом матрица А преобразуется в матрицу

В = С~1А{С-1У C.5)
точно так же, как при преобразовании квадратичной формы под

действием (С~')(. Поэтому можно выбрать С так, чтобы В бы-
была диагональной:

0

0
*«—±1, •!, я. C.6)

Тогда уравнение C.4) примет вид

-ilL-i. л-
dv

C.7)
Построим для C.7) фундаментальное решение:

• • • +

C.8)

Замечание 3.1. Если g(x)= 8(x), то g(Cy)^==-r^jЬ{у) при

CeGL(n). Поэтому если & (у) фундаментальное решение урав-
уравнения C.8), то функция

"f^&yQn C.8')

является фундаментальным решением уравнения C.4) (и C.1)).
3.1. Анализ свойств инвариантности уравнения. Рассмотри»

квадратичную форму уравнения C.8)
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Эта форма инвариантна относительно «ортогональных» преоб-
преобразований С&О(п, т) (для которых С*ВС=В, т. е. В(Су) —

=B(y),yGRn). Само уравнение C.8) инвариантно относительно
замен у-»- С'г/, поскольку С*5(С*)' = В (ср. с C.5)). Поэтому
если ё'(у) —решение уравнения C.8), то ё?(С*у) также реше-
решение этого уравнения. Это видно также непосредственно:

-2

Кроме того, поскольку В^1=В, то также C-1B(Ct)rl = B, т. е. С*
также сохраняет форму C.9) и & (Су)—решение уравнения
C.8).

Эти соображения инвариантности наводят на мысль о су-

существовании инвариантного фундаментального решения, т. е.

для которого ё"(Сх)=ё"(х), *€Rn, при VC&O(n,m). Такие рас-
распределения в каждой компоненте связности множества {R
В{х) =?^0} имеют вид

(у) (р). C.11)

где Е (р)—обобщенная функция от одной переменной. Ветвь

У^В (у) здесь можно считать пока произвольной.
Можно выбрать ?p=VВ (у)еС°° (Rn\Q), где Q—<^конус»

В(у) = О.

Область значений функции р(у)=У В{у) при t/6R"\Q в даль-

дальнейшем для краткости будем обозначать через St. Очевидно, 0<?52.
3.2. Нахождение регулярной части инвариантного фунда-

фундаментального решения. Найдем обыкновенное дифференциальное
уравнение для функции ?(р), предполагая, что функция C.11)
является фундаментальным решением, т. е. выполняется C.8).

Подставляя C.11) в C.8), получаем при r/GR"\Q

дуй
'

(р) ^|-. C.12)
ду%

Но

dp , уь_
dyk

~

Р
' + -L-A

—

р р*
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где знак + выбирается при 1<Ктн —

при
Поэтому

Складывая эти равенства для й==1, ..., л, получаем

C.13)

C.14)

C.14')

поскольку б (у) = 0 при у^фО, а значит, и при р€52.
Далее, надо различать случаи <7 = 0 и q=f^O.
В случае q=0 уравнение C.14') легко решается (ср. с [63]):

Поэтому, в силу C.8),

при

е(Р)=(* pis*** ^' *^2,
(ЗЛ5)

При ^=7^=0 уравнение C.14') приводится к случаю <7=1
подстановкой z— Y~4P'-

L) , C.16)

которое, в свою очередь, приводится к уравнению Бесселя
заменой Е (z)=zP'W (z).

Действительно,

.-1да, zeZ, (ЗЛ7)

Подставляя C.17) в C.16), получаем

Отсюда

— 1)Л+Ро(Ро- l))I=0. «eZ. C.18)

(л—1
= 0, z6Z. C.19)

Это уравнение совпадает со стандартным уравнением Бесселя

порядка v0 ([41], [76]), если Л —1/+2/?0= 1, vg=
—((я— 1)ро+

ро(Ро— !))= Ро(«—2+ Ро)- Отсюда находим р0 и v0:
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При таких р0 и v0 уравнение C.19) принимает вид [41], [71]:

Можно положить vo= po=—п 2
¦. Общее решение уравнения.

C.21) имеет вид [41], [71]

w{z)==clJv<,(z)+ c2YVl,(z), vo=
— ^-. C.22).

Следовательно в области, где В(у)Ф0 (ср. с. [51], [56])

"

\ Q. C.23>-

Здесь Y^q p=y~qBj^)—действительная функция в области, где

qB(x)>0 и чисто мнимая в области, где qB(x)<0; CX и С2 по-

постоянны в каждой компоненте связности области Rn\Q (в ко-

которой В(у)=?0).
Итак, мы нашли явный вид C.23) и C.15) искомого инвари-

инвариантного фундаментального решения в области, где В(г/)=й=О.
Построенные функции C.23) и C.15) являются гладкими в

Rn\Q, но при y->-Q в случае lsgms^n—1 и /Os4 они не яв-

являются локально суммируемыми в окрестности поверхности Q,.
где В (у) =0. Поэтому искомые фундаментальные решения яв-

являются некоторыми регуляризациями этих функций (при под-

подходящем выборе констант С\ и С2). Для краткости будем на-

называть функции C.23) и C.15) формальными фундаменталь-
фундаментальными решениями.

§ 4. Регуляризация формального фундаментального решения
в случае <7=0

В случае <7 = 0 фомальное фундаментальное решение выра-
выражается формулами C.15). Покажем, как их нужно регуляризо-
вать, чтобы получить настоящие фундаментальные решения.
При этом нужно различать два случая: т = 0 или гп = п, с одной

стороны, и l^m^/i—1, — с другой.
4.1. Случай т=0 или т= п. Фундаментальные решения урав-

уравнения C.8) с <7=0 при т=0 и т=п отличаются только знаком.

Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда т= п. Тогда
Р\(ду)—А — оператор Лапласа в R", и В(у)>0 при у=^0. По-

Покажем, что при /1=^2 искомую регуляризацию функции C.15)
можно построить как аналитическое продолжение функции

(У)
х
(у) + С2= Сг | у Р* + С2
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из области ReA,>0 в точку Л=Яо=
Если ИеЯ>1, то &% (i/NC2 (R"), и C.14) для

R"

Возьмем С2= 0.

% () () () fc вместо 8 вы-

выполняется при всех t/6R", а не только при yGR"\Q. Следова-
Следовательно, при Re Я > 1

(У), уеЯ". D.2)
Здесь правая часть — мероморфная функция от A.GC со значе-

значениями в <Ю'(И"), в силу теоремы 2.1, и левая — также. Поэто-

Поэтому, ввиду единственности аналитического продолжения, ра-
равенство D.2) справедливо при всех ЯбС, кроме дискретного
множества полюсов функций <§Ч и Вк~К
Замечание 4.1. Подобным образом для обобщенных

функций, определенных при помощи аналитического продолже-
продолжения, по параметру (или параметрам) удается доказать спра-
справедливость различных замечательных формул классического

анализа. Это обстоятельство является главным преимущест-
преимуществом регуляризации при помощи аналитического продолжения по

параметру.

В точке Я=Я0=—j-+ l, по теореме 2.1, функция Вх (у)

голоморфна, a Bx~l{y) = \ у |2(Х-1) имеет простой полюс с выче-

вычетом ^-6 (у), (см. B.7')). Кроме того, 2Я+д—2=0 при A=V
Поэтому, из D.2) вытекает при Я->-&„, что

-С1(п-2)О„8(у). D.3)
*.=*..

Отсюда, при пФ2 находим С\ и, по формуле D.1), получаем
искомые фундаментальные решения B.10') главы 1.

Описанная процедура не проходит при п=2. Это связано с

тем, что множитель в правой части D.2) при Я=Яо имеет нуль
второго порядка, а В*~1 — полюс первого порядка. Поэтому для

нахождения фундаментального решения при /г = 2 нужно про-
продифференцировать тождество D.2) по Я при Я=Яо=О; при этом

получаем

/V i=0=Cx [

,Х-1

где res2-
x 1
— «второй» вычет функции

D.4)

dB*~l
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в точке А=0, т. е. коэффициент при т^. Отсюда получается;
формула B.10') главы 1 в случае л>=2.

4.2. Случай l^m^/i—1. В этом случае функции C.15) —
гладкие вне поверхности Q, на которой В(у)=0. Покажем, что-
можно, как и выше, взять С2=0 и, кроме того, Ci=0 в области,,где В(у)<0. А именно, построим регуляризацию функции C.15)как аналитическое продолжение функции

в точку Я=Д°=з —^р
Замечание 4.2. Множитель Г(А + 1) в знаменателе

в D.5) необходимо ввести из-за наличия полюсов В^_ при Я= —U
—2,... Эти полюса связаны с особенностями В* на поверх-поверхности Q, и может оказаться, что в точке Яо функция f?\. имеет
полюс (при четном л>4). В рассмотренном ранее случае m=Q
или т=п функция В% имела полюса лишь при А =—^-,
—^—1, ..., и точка А= А<, была неособой, поскольку Q состоя-

состояла из одной точки: Q = {0}.
Очевидно, &ь(у)еС2(Яп) при ReA>2. Поэтому из C.14)получаем, аналогично D.2),

() D-6>
Как и выше, это равенство верно при всех А, кроме дискрет-дискретного множества полюсов. Поэтому, аналогично D.3), при А -> Ао ==>

=¦—f-+ l получаем, ввиду B.20),

Отсюда находим ¦ C\=t
решение

,п-тЬ{У). D.7)

и искомое фундаментальное

(у)
л—2* D.8)

Пример 4.1. Волновое уравнение B.6) главы 1 в R* приа=\ имеет фундаментальное решение
206

Г(Я. + 1) IX—'
k—V D.9>

—2
поскольку n= k-\-l и —-^s—= 2—¦

Замечание 4.3. При а>0, ввиду замечания 3.1, фунда-
фундаментальным решением уравнения B.6) главы 1 является функция

,,, ^НЖ
к—-

*—1

(ср. [63]) поскольку замена (t, х) ^ C~l (t, x) = (t, x!a) приводит
уравнение B.6) главы 1 к случаю а=\, и detC=a*.

Замечание 4.4. Для волнового уравнения B.6) главы 1

при а=\ инвариантным фундаментальным решением является
также функция

я.

полученная, по определению, аналитическим продолжением функ*-

ции в точку Л= —
k—\

. Действительно, урав-

нение D.6) для этой функции также справедливо при ReA>2.
Кроме того, эта функция также продолжается до мероморфной
функции от АбС, что доказывается дословно так же, как теоре-
теорема 2.2. Однако полюса теперь расположены в точках А= —-Sv

—2 <г • • • • Это связано с тем, что теперь при определении ф1
в B.15) нужно интегрирование по |о)т| = 1 заменить просто
подстановкой <»m==tf= + 1, и поэтому ф (г, р) при г-^0 содержит
все целые неотрицательные степени t. Кроме того, теперь
— о в+
Ф @, 0) = -у1 ЙЛФ @), так что вычет B.20) для 0 (± t) ^
в 2 раза меньше. Поэтому в D.10) знаменатель также в 2 раза
меньше, чем в D.9).

Следствие 4.1. Из D.9), D.10) в силу B.22), получаем,
что при нечетных k = 21 +1 > 3

2Ql.ft ('-1I (*,.*
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Это означает, что при нечетных й^З фундаментальное решение
S"h волнового уравнения в R* сосредоточено на «световом ко-

конусе». t2=\x\2, а ё"** — на «световом конусе будущего» (где
t^O) или «прошлого» (где /^0) соответственно. Отсюда вы-

вытекает, что при нечетных k^:3 решения волнового уравнения в

R* имеют резкий передний и задний фронт (см. § 2, гл. 1). При
четных k^2 и при k= 1 фундаментальные решениями (&tc°) со-

сосредоточены внутри светового конуса, т. е. в области t2—\х\2^
^0 (и^ < 0) и соответственно, решения волнового уравнения
имеют резкий передний фронт, но не имеют резкого заднего

фронта, т. е. имеет место «диффузия волн».

Замечание 4.5. Из формул D.11) при 6 = 3 вытекает

•формула B.6') главы 1 для Sz±, поскольку Qb3= Jt, согласно

B.24). Кроме того, из D.10) при 6=1 получается формула
B.6') главы 1 для ё"^, поскольку Qi,i = l, согласно B.24'). На-

Наконец, формулу B.6'!) главы 1 для 8f также можно получить
из D.10), если вычислить Qi,2. Однако проще найти &1* мето-

-дом спуска [14], [34]: формально

i, x2) D.12)

Такая же формула связывает &? с &t+\ при любом k > 1. От-

Отметим, что Qi,* при нечетных k легко вычисляются при помощи

дифференцирования, как в B.24) и B.24'). Поэтому 8ъ при ие-

четных k получаются из D.11), а при четных k — методом спуска,

как в D.12). При этом в качестве следствия получаем, что

§ 5. Регуляризация фундаментального решения,
в случае ^О

Если q=?^0, то &(у) в области, где B(y)=f^0, выражается
формулой C.23). Покажем, что фундаментальное решение
??(у) можно построить как регуляризацию функции C.23). При
этом можно взять С2=0, по крайней мере при пф2. Итак, бу-
будем искать фундаментальное решение как регуляризацию функ-
функции (см. B.25))

¦*v. 00=Сг {VJB)V'JV, [VqB)= C,tfv. [VWW\ y€R"\Q, E-1)

где С\ постоянна в компонентах связности области R"\Q. При
этом, как и выше, при q=^0, нужно различать 2 случая: когда

т=0 или п, и когда l^m^rc—1. За счет умножения уравне-
уравнения C.8) на — 1 можно свести все к случаю <7>0.

5.1. Случай Кш<.п—1. Будем считать, что Сг =0 в об-

области, где В (*/)<0 и Ci постоянна в области, где В(у)>0,
хотя эта область может иметь не одну компоненту связности
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{как для интервала Лоренца В (у)=у\—у\— ... —у2). Тогда E.1
принимает вид (<7>0):

E.2)
Покажем, что искомую регуляризацию функции E.2) можно

построить как аналитическое продолжение функции

ev(y)^ClHv{VqB+(y)), yeRn, E.3)
су

по параметру v из области Rev>0 в точку v= vo= —-•

Из B.25) видно, что I Нч {VqB+ (у)) \ ~ \ В+ (у) |
Rev

при г/-> Q. По-
Поэтому &"ч (у)бС2 (R") при Rev>2, и для функции &v вместо &
все формулы C.16) — C.19) справедливы с v и Jv вместо р0 и w
не только при y(<Rn\Q, но и при всех yQR".

Поэтому из C.19) (с po=v) вытекает, что при Rev>2

z(y) = YqB+(y). E.4)
Как и выше, это равенство справедливо при всех vgC, кроме
дискретного множества полюсов, если в правой части функции
zv~1 v

и zv~2Jv в области Rev<2 определять как аналити-

аналитические продолжения по v со значениями 2)' (R"). Существование
таких продолжений, очевидно, вытекает из теоремы 2.2 и фор-
формулы A.9), аналогично теореме 2.3.

Из теоремы 2.3, в частности, вытекает аналитичность левой

части E.4) по v в точке v= vo=
—п~

, Найдем предел пра-
вой части E.4) при v->v0.

Для этого заметим, что слагаемые zv~l zv~2Jv в пра-
правой части E.4) имеют простые полюса в точке v = v0, а множи-
множитель п — 2-[-2v обращается в этой точке в нуль. Поэтому пра-
правая часть E.4) при v->v0 имеет предел и выражается через вы-

вычеты функций zv~l —~- и zv~2Jv в точке v= v0. Эти вычеты

легко найти, используя формулы B.20) и A.9): поскольку
— +1» тоvo=

v=v0
dz r.(v+l)
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л

= о-|— res •

E.5)

Аналогично,

res res

л

E.6)

Устремляя v->v0 в E.4), получаем, ввиду E.5) и E.6):

Pi&v. (У) = C\q 2res («v-i ^L+ vzv-2y ) =

¦?-и
-m6(y). E.7)

Отсюда находим С\ и искомое фундаментальное решение (см.
B.25)):

E-8)

При <7<г-*0 эта формула, как легко проверить, переходит в

D.8). Эта формула получена нами в предположении, что q>0.Если <7<0> то, умножая уравнение C.8) на —1, сводим задачук предыдущему случаю. При этом формула E.8) дает фунда-
фундаментальное решение, если в ней заменить С\ на —Сь q на —q,В на —В, а т и п—m поменять местами:

п—2

E.9)
Следствие 5.1. Уравнение Клейиа — Гордона (уравнение

B.7) главы 1) в R* при а=1 имеет фундаментальное решение

/и0'
t=L* EЛ0>

Случай а>0 сводится к a=l, как в замечании 4.3. Поэтому

для аф^ 1 фундаментальным решением уравнения Клейна—Гор-
Клейна—Гордона является (ср. D.9')) функция (ср. с [51], [56])

й-1

k
X

т02

и, аналогично D.10), функции

_*_1, E.12>
2

которые определяются как аналитические продолжения по v и*

области Rev>0 в точку v=v0s= ^—; <??(t, x)—это так на-

называемые «запаздывающее» и «опережающее» фундаментальные

решения уравнения Клейна — Гордона [6].
Пример 5.1. В случае ? = 1 из E.12) получаем формулу

B.7') главы 1 для &t, поскольку Qi.i = l. согласно B.24'), и

v0—0. В случае k = 2 также из E.12) вытекает формула B.7')
главы 1 для S"i, поскольку Qi,2=l/rrt (см. замечание 4.5) и

vOi= —-ь-. Наконец, в случае ?= 3 из E.12), ввиду B.35>

получаем

{
что совпадает с формулой B.7') главы 1 для ё?з±, поскольку

&ьз= л согласно B.24).
Отметим, что Ь{аЧ2—|*f2) в формуле B.7') главы 1Г

согласно замечанию 2.1, понимается в смысле определения
1.22 главы 1, поскольку условие B.29) в этом случае выпол-

выполняется (?=1 и /г=4).
5.2. Случай т= 0 или т=п. Как и выше, достаточно разо-

разобрать случай <7>0.
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Сначала разберем случай, когда т= п, q>0. Тогда Pi =
•=A-j-q — оператор Гельмгольца. Покажем, что фундаменталь-

фундаментальное решение оператора Р\ при пФ2 можно построить как регу-
регуляризацию функции вида E.3). Однако вычисления E.5) — E.7)
при т=п неверны, поскольку они основаны на формуле B.20),
справедливой лишь в случае l^m^/i—1. Действительно, при
тп=п функция B+v не имеет полюсов при v=—1, —2,..., если
v^^70. Поэтому множитель r(v+l), входящий в «знаменатель»

бесселевой функции /v (см. B.25), нужно убрать. Совершенно
аналогичную ситуацию мы имели в § 4 при рассмотрении слу-
случая <7=0. Это видно из сравнения формул D.5) и D.1) (см. так-

также замечание 4.2). Итак, будем строить фундаментальное ре-
решение как аналитическое продолжение по v функции

Jrv (y)^clr (v+ i)//v [VW)=

(<?В (у))r+v

- Vn
—в точку v — vo =

дество r(v+ r+l) =

n—2

'

22г+-п(у"+7ГТГ(г^ТГ EЛ4)

Здесь мы использовали B.25) и тож-

(v+r) ... (v-f-1) Г (v-f-1); очевидно, сейчас

Из E.14) видно, что <trv (*/NC2 (R") при Rev>2, а из тео-

теоремы 2.1 вытекает, Что iv(y) из области Rev>0 продолжается
до мероморфной функции от v6C с простыми полюсами в точках

vg^70. При Rev>2 функция E.14) отличается от E.3) лишь

ненулевым множителем Г (v + 1). Поэтому формула вида E.4)
остается справедливой и для функции E.14), если вместо

функции Jv подставить

„2r+v

г- E-15)

Итак, при Rev>2
22r+vr!(

xq («-2+2v) [Zv-i d-b-

... (v

.(*)].
z = VqB(y). E.16)

Как и выше, эта формула справедлива также при всех v€C,
кроме дискретного множества полюсов обеих частей. При v=

=vo левая часть голоморфна. Найдем предел правой части при
л»—»-vo. Это делается точно так же, как в E.7). А именно, из

B.7'), аналогично E.5), вытекает, что

res zy~l
v=v. dz

res 5**=
v—V.

E.17)

;212

и, аналогично E.6),

res vzv-2/v=2-^»-! res vBv~x = -1 [^г)П'\
v=v0 v=v.

Устремляя v->-v0 в E.16), получаем, ввиду E.17) и E.18):

(|)"/2:С1?(тГЧо0лб(у)==~С1(га~2ЧтГ" 'Q«6^>- EЛ9>!

)дим Ci и искомое фундамента

:г[Т (v+l)Hv(Vq-Blyj]UVii=

Отсюда при пф2 находим Сх и искомое фундаментальное реше-
решение оператора A-\-q, ^>0

. Ш)

E.20>

Для того, чтобы найти фундаментальное решение в случае п=

= 2, достаточно продифференцировать тождество E.16) по v

при v=vo. Тогда, аналогично D.4), получаем при Rev>2:

В силу единственности аналитического продолжения, это тож-

тождество справедливо также и при всех vGC, кроме дискретного

множества полюсов. В точке v=vo=
—^- =0 левая часть

E.21) голоморфна. Поэтому, аналогично E.19), из E.21) при

v-»-vo=0 получаем, аналогично E.17) и E.18):

2_
\ Я

т. к. п— 2 й Ог=2я. Отсюда находим С}
решение оператора А+ <7 при п= 2, q>0:

8л dv

Wh E.22)i

и фундаментальное

E.23)>

Это фундаментальное решение соответствует, как и должно'

быть, формуле C.23), но теперь оказывается Ci=0, а Сг^О!

(в отличие от E.1) и E.14)). А именно, пользуясь соотношени-
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ями между бесселевыми функциями [41], можно E.23) пред-
представить в виде

Т ( VWU)) М (VWU»), E.24)
где Н(оц (z)==J0(z) +iY0(z)—первая функция Ханкеля нулевого
порядка, а /Л2) (z) = /0(z)—гК0 (z) —вторая функция Ханкеля.

Поскольку Уо (Vq~B) =1 (/tf> (j^5) _i_ //<2> (VqB)) —целая функ-
функция от В, согласно A.9), то из C.14') и C.23) вытекает, что

№+q)J0(YqB(y)) = 0, у&р. Поэтому, наряду с функцией E.24),
¦фундаментальными решениями оператора А+а являются также
функции [14]

* (у)—т Jo
и

4" J E.25)&(y)-r-f-'o
комплексно сопряженные друг к другу. Из E.25) при <7=ш*
получаются формулы B.11') главы 1 для g?.

г
Пример 5.2. 1) Для одномерного оператора Гельмгольца

-^г+ш2 из общей формулы E.20) получаем фундаментальное
решение

,_*'"<»Ы »cd E.26)

<см. формулу A.11) главы 1), поскольку vo= 4". rf|)=Xr'
а Л/2 B) = ]/A sin z [71]. С другой стороны, Д21|М-целая
функция от у.и, следовательно, она удовлетворяет однородному
уравнению Гельмгольца (при п=\). Поэтому наряду с E.26),
фундаментальными решениями оператора -tL-4-ш2 являются

также функции
dy"

что совпадает с формулой B.11') главы 1 при А =

2) Аналогично, при п=3 из E.20) получаем (vo=—

¦ cos ш | у |, E.28)

и поскольку
Sln ш

—целая функция от у, то она удовлетво-

удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца (при & = 3) и мы

получаем также фундаментальные решения для Д+ со2 в R3 вида

' что совпаДает с формулой B.11') главы 1.

Теперь рассмотрим случай, когда m=Q, q>0, hQ=—
Тогда qB(y)<0 при yGRn\O и VqB (у) — мнимая величина при
уфО. Поэтому фундаментальное решение C.23) содержит бес-

селевы функции от мнимого аргумента. Покажем, что при ге=^=2

фундаментальное решение можно по-прежнему построить в виде

E.14). Нужно лишь уточнить какую ветвь (qB)r+v брать в E.14)
для ?В<0 и vgC. Положим для конкретности

r+v

где

E.29)

т. е. разрез степенной функции zr+v выберем по отрицательной
части мнимой оси: от —too до 0. Тогда все вычисления E.16)—
E.25) с точностью до знака остаются справедливыми при замене

q на —q, и В на \В\.
ЯIV

Следовательно, учитывая, что J4(iz)=e 2 Iv{z), получаем из

E.20) для оператора —А+ q при пФ2 фундаментальное реше-
решение вида

-1 Х

X[Г (v +1)(Vq~\B~\)V4 Q/q\B(y)\)]|v E.30)

vo;=
п

где ^правая часть определяется в точке v=vo;=^
аналитическое продолжение из области Rev>0.

При п=2 из E.24) и E.25) заменой q на —q и В на \В\
получаем фундаментальные решения оператора А —q на пло-

плоскости (см. [41]):

E.31)

Пример 5.3. Аналогично, при /г = 1 из E.26) и E.27) полу-
получаем заменой a>=im0 фундаментальные решения для

-9
т0>0:
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shmo\y\
E.32>2Ш0 2^Г~' P1 w ^

2m0

Наконец, при /t= 3 и из E.28) из формулы B.11') главы 1

(при А= 3) получаем фундаментальные решения для операто-
оператора Д

— т\ в R3:

§ 6. Об особенностях фундаментальных решений уравнений
второго порядка с вещественными коэффициентами

и невырожденной квадратичной формой

Проанализируем особенности фундаментальных решений
уравнения C.1) с невырожденной квадратичной формой, по-

построенные в §§ 4, 5. Оператор Р из C.1) при условии C.2) удов-
удовлетворяет условиям теоремы 4.2' главы 3. Поэтому для фунда-
фундаментальных решений оператора Р справедливо утверждение
следствия 4.2 главы 3. Проверим, что для фундаментальных
решений <S, построенных нами в §§ 4, 5, это действительно так-

Для этого найдем сингулярный носитель построенных функ-
функций ??(х).

Из формул §§ 4, 5 видно, что sing supp <8 в координатах
у содержится в множестве

Q— {#6Rn : B(y)=s (By, у) = 0}. F.1)
Если m=0 или т = п, то уравнение C.8) (и C.1)) —эллиптиче-

—эллиптическое, и фундаментальное решение Ь'(у)—гладкое при
что соответствует теореме 5.1 главы 3. Пусть теперь
^«—1. Тогда Q — коническая поверхность в R".

В исходных координатах1 jc=Су уравнение для Q записы-

записывается в виде

<3={jceRn :B(C'~lx) = ((C-lyBC-lx, х)=0}. F.2)
Но В=В~1, ввиду C.6). Поэтому из C.5) вытекает, что
(С-1уВС-1—А~^ и F.2) можно записать в виде

Q= {X6R» : (Л-1*, х) =0}. F.2')
Предложение 6.1. Множество Q является проекцией на

R" множества всех бихарактеристик уравнения C.1), выходя-
выходящих из точек слоя T0*Rn над точкой х=0.

Доказательство. Уравнение D.5) главы 3 для харак-
характеристического конуса К оператора Р имеет вид

^я(Е) = (Л1, ?)=0. F.3)

Ввиду замечания 4.3 главы 3, нужно доказать, что векторы
xGQ являются перпендикулярами к касательным плоскостям

«конуса» F.3). Но если |е/С\О, то перпендикуляр к ТгК про-
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порционален grad(A%, %)=2A%. Остается доказать, что вектор

х=А% удовлетворяет уравнению F.2'), если | удовлетворяет
F.3). Но это очевидно^ поскольку

(Л-1*, *) = (!, ЛЕ)=О. F.4)

Итак, sing supp ??aQ и Q является проекцией на Rn семей-
семейства бихарактеристик. Это соответствует следствию 4.2 главы 3.
Отметим также, что фундаментальные решения D.10) и E.12)
имеют особенности лишь на половинках проекций бихарактери-
бихарактеристик. Это также соответствует следствию 4.2 главы 3. Наконец,

построенные в §§ 4, 5 фундаментальные решения & (у) являют-

являются наиболее регулярными в следующем смысле. В sing supp ^T
не входят проекции бихарактеристик, не проходящие через точ-

точку у=0. Оказывается, это есть проявление общей закономер-
закономерности.

Теорема 6.1 ([23], [55]). Для любого однородного опе-

оператора Р, удовлетворяющего условиям теоремы 4.2' главы 3,
всегда существует фундаментальное решение $', у которого
WF(<if) состоит из объединения половин бихарактеристик, вы-

выходящих из OxR"*, и никакая бихарактеристика не лежит цели-

целиком в WF(^T). Соответственно, при этом sing supp ig состоит

из объединения проекций этих половин бихарактеристик.

Глава 5 '•¦

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Краевые задачи в полупространстве R+"={;eeRn : xn>0} яв-

являются «модельными» для общих краевых задач в областях с

гладкой границей. Для уравнений с постоянными коэффициен-
коэффициентами они допускают явное решение. Анализ этого решения
позволяет понять основные закономерности теории краевых за-

задач. В частности, можно определить, какое число краевых
условий нужно задавать на границе х„=0, чтобы краевая за-

задача имела решение, и притом единственное, при любых гра-
граничных данных из заданного класса функций на границе. Это

число, грубо говоря, равно количеству корректных по Петров-
Петровскому корней соответствующего характеристического уравнения.
Например, задача Коши, в которой число краевых условий

равно порядку уравнения по т—¦, корректна лишь если все

корни корректны по Петровскому. Такие уравнения называются

корректными по Петровскому. К этому типу принадлежат все

гиперболические и параболические уравнения, и уравнение
Шрёдингера. С другой стороны, эллиптические уравнения по-

порядка ив R" при л^З имеют ровно ^ корректных по Пет-
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ровскому корней (т — четное при я^З согласно предложению

5.1 главы 3), и поэтому для них нужно задавать
™

краевых

условий.
Основной метод исследования краевых задач в полупрост-

полупространстве — касательное преобразование Фурье, т. е. частичное

лреобразование Фурье по переменным (xi,..., xn-i)=x' в гра-
граничной плоскости ж„=0к R+".

§ 1. Уравнения с постоянными коэффициентами
в полупространстве

1.1. Общее решение уравнения @.1) в полупространстве.
Рассмотрим уравнение @.1) в полупространстве R+" в случае
/(*) — 0:

Р(дх)и(х)=0, хп>0. A.1)
Решение и будем искать в классах функций (см. C.1), гла-

глава 2)

U(r) = U ;;С(Г) @, оо; Н3 (R»-i)) с <?'

A.2)

>- A-3)

U(ar) = U "С(аг) @, оо; Hs (R"-1)) с3)' (R+),
*gR

где r= 0,:ir2,...,aeR, а]
Огоо ^///(R» )):sup е~*хЦ\Щ-, xj$

Грубоыоворя, функции ивUог);гограничены-по хп, а

тут (или убывают)-как е**п при|л:л-> со.г

Найдем общее решение уравнения A.1) в классах ?/<г). Для
этого применим к A.1) обобщенное преобразование Фурье FX'-*-%"
по «касательным» переменным х'= (Хи.. .,xn_i) при д:л>0. На-

Например, для a6Co°(R")

a(l',xa)s*Fx.^i'U(x', xj= J e^'-*lu(x',x^dxt, g'eR* , A-4)

При этом уравнение A.1) переходит в

Я (-Ц', дХп) и(Г. л:л)=0 п. в. g'GR"-1, а:п>0. A.5)

Это уравнение выполняется при п. в. |'GRnwl в смысле обоб-

обобщенных функций от хп>0. Таким образом, A.5) —это обыкно-
обыкновенное дифференциальное уравнение на полуоси хп>0, завися-

зависящее от параметра g'eR"-1. Это основной технический прием ре-
решения уравнений в полупространстве.
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Запишем характеристическое уравнение для A.5) в виде

V

Я (— *?'. М—2 ?<'>(?') Ь'—О. где v<m и Av)(r)#0. A.6)
oJ

Это значит, что v— порядок оператора Р (дл) по дх .

Равенство v=m эквивалентно тому, что Рт{0,.. .,0, )^
т. е. граница <?R" полупространства R" не является характери-
характеристической для оператора Р (дх) (см. определение 4.1 главы 3).

Уравнение A.6) при п. в. g'eR" (при которых /?(v) (!')?= 0)
;имеет v корней

^—^i(S') ^v(g'). A-7)
считая с кратностью.

Для простоты в дальнейшем мы всюду предполагаем, что

корни Я*A'!) при п. в. 1'eR" являются простыми:

М?')=5*М6') при кФи п. в. i'6R"-'. A.8)
Иногда будем также требовать это для всех |'6Rn~l:

**(%')Фк,{?) при кФи vs'eR-1. A.8')
Тогда общее решение уравнения A.5) имеет вид

п. в. A.9)

Общий случай кратных корней исследуется аналогично.

Упорядочим A*(tO по возрастанию вещественной части:

ReMrX-.-^ReMSO. п. в. ГбС"-1. A.10)
Известно [53], что A,ft(|'!) можно выбрать непрерывными функ-
функциями от |'бСп~' в области, где рч(%')Ф0.

Заметим, что модуль &-го слагаемого в A.9) ограничен при
jcn>0, если ReA,»(|')^O и экспоненциально растет при хп—*-+«э,
если ReA,t(l')>0.

Для aGR обозначим через va=va(|') количество корней
Kh(l'), у которых ReM|0<a:
Re^ (l')< ¦ • • <ReK (gO<«<ReXVe+i(l/)< • • • <Re*»(?').

п. в. reR" - A.11)

Тогда для того, чтобы обС/^Г где и—функция из A.9), необ-

необходимо, чтобы

Ск (?') - 0 при к > va (gO, п. в. reR"-\ A -12)

и, соответственно, для общего решения уравнения A.1) из

класса ^

п.

яри некоторых Cft(?0-

1, xn>0, A.120

219



Определение 1.1. 1) Корень ^*(|') уравнения A.6) на-

называется корректным по Петровскому, если

aft=s sup

6

A.13)

и а-коррентным, если osft<a; устойчивым, если а*<0 и неус-

неустойчивым, если aft > 0.

2) Уравнение A.1) и оператор Р(дх) называются коррект-
корректными ho Петровскому, если все корни Я*(Е'), A = l,...,v
являются корректными по Петровскому, и а-регулярным, если,

число va (?') не зависит от |' при п. в. I'ER" 

ve(g')=v«, п. B.reR"-1. (i.i4>.

Если уравнение корректно по Петровскому, то оно а-регу-

лярно при всех a>av. Отметим, что a!<...<:av.
1.2. Классификация уравнений в полупространстве.

Определение 1.2. Оператор Р(дх) называется гипербо-
гиперболическим (по Гордингу) в R^, если он корректен по Петровско-
Петровскому и граница хп= 0 не является характеристической для опера-

оператора Р (т. е. v = m).
Предложение 1.1 ([55]). Если Р—гиперболический опера-

оператор в R+, то его главная часть Рт—также гиперболический
оператор в R+.

Действительно, Рт (— ?|, Ц = lira t~mP (— it\, Щ. Поскольку
t-*co

все корни fk многочлена t~mP (—it\, fk) лежат в полуплоскости.

Re^<aTO, то все корни X многочлена Pm(— i\, X) лежат в полу-

полуплоскости, ReX<0.
Предложение 1.2 ([55]). Если Р=Рт—однородный гипер-

гиперболический оператор, то его корни kl(%') — чисто мнимые прт

Действительно, для однородного многочлена

Pm(-itl',tX)=tmPm(-il',X) vteC, (Г, ХNС«. A.15)

Следовательно, если xl—корни многочлена Рт(—г|', •), то

tx\—корень многочлена Рт( —it\', •) v*6R. Но RetX% йе может

быть ограниченной при /GR, если ЯеХьфО-
Следствие 1.1. При любых а^О все корни однородного

гиперболического оператора Р являются а-корректными, a P
является а-регулярным при любых aGR.

Отметим, что из A.15) и A.10) вытекает

Определение 4.2 строгой гиперболичности из главы 3 оче-

очевидно, эквивалентно следующему.
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Определение 1.3 ([34], [55]). Оператор Р(дх) назы-

называется строго гиперболическим по Петровскому, если корни
2.к°(%'), k—l,..., m, соответствующие его старшей части Рт(дх),
различные и чисто мнимые при V|/6R'""I\0.

Предложение 1.3. ([55]). Для того чтобы любой опера-
оператор Р(дх) с заданной главной частью Рт{дх) был гиперболиче-
гиперболическим, необходимо и достаточно, чтобы Рт был строго гипербо-
гиперболическим.

Примеры строго гиперболических уравне-
уравнений.

1) Волновое уравнение
д2
ot

имеет вид A.1) с я=&+1, xn=st. Поэтому для него характе-

характеристическое уравнение A.6) имеет вид A,2+a?!tl2 = 0, |GRft (мы
пишем 1 вместо ?') и ХигЦ) ==bta|||, и для общего решения
u?Vo(r\ согласно A.12'), получаем

A.160

A.17)

+B(l)siha\l\t.
2) Аналогично, для уравнения Клейна—Гордона

(? + »§)«(*, 0 =-0, t>0, jc6R*,

корни Ai,2= ±шA), где ш (Q = ]/ а2 \ % рг+ т\ и для общего

решения u?Uor) имеем

и (I, t) = A {%) cos ш (I) t -{-В (I) sin ш (I) t. A.17')
3) Для волнового уравнения с трением

(O + K^r)u(x, t) = Q, t>0, JC6R*; К>0, A.18)

характеристическое уравнение Х2-\-а2\Ц2-{-К\^=0 имеет корни

Ai,2=—y—V ~4 a2UP- Поэтому для общего решения

получаем

U (?,

где ц(g) =

при а\1\<^\
A.180

(А при a | E | > ^,

a2UP, «(l)
4) При другом варианте введения трения

u (х, t)=a^u, t > 0, A.19)
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корни Xi.2=—К±ia\%\ и для общего решения «6Uor) получаем?

eg, 0 —в-«*(С, ©е'^' + СаОе-^в!'). A.19'>
Отметим, что все уравнения A.16)— A.19) «-регулярны при

а^О и для них va = 2 при а^О. Уравнение (Ы8) не является

a-регулярным при аб] —/С, 0 [.
Определение 5.1 главы 3 эллиптического оператора, очевид-

очевидно, эквивалентно следующему:
Определение 1.4. Оператор Р{дх) называется эллипти-

эллиптическим, если граница хп=0 не является характеристической, т. е.

v = /n и

k=l,...,m при gTGR-^NO, A.20)
где A*°(?') —корни, соответствующие старшей части Р(дх) опе-

оператора Р.

Предложение 1.4 ([11], [55]). Если Р(дх)—эллипти-
Р(дх)—эллиптический оператор и л^З, то т= 21 — четное число и количество'

v-(l') корректных по Петровскому корней Кн равно /.
Четность т при /г^З вытекает из предложения 5.1 главы 3..

Для однородного оператора Рт(дх), ввиду A.15'), все корни:
V с А*°<0— корректны по Петровскому, а с Re A,ft°(g') >0—
не корректны по Петровскому. Отсюда легко вывести предло-
предложение 1.4 в случае Р= Рт. Общий случай, когда Рф-Рт, сво-

сводится к рассмотренному при помощи следующей леммы.

Лемма 1.1. Если граница хп=0 для оператора Р(дх) не-

нехарактеристическая, то корни tad'), соответствующие операто-
оператору Р(дх), и Хь°A'), соответствующие Рт(дх), имеют «одинако-

«одинаковую» асамптотику при ||'|->-оо:

) + o(|g'|). |g'|-»-oo 6'бС"-1. A.21).

Доказательство. Возьмем g'GC™ '. Тогда для

Я*°(!') и отношений kh(t%'])ft уравнения имеют асимптотически-

одинаковый вид (см. A.6)):

и

0=Рт (-Я

;=0
т

(г))=2<
у-о

Но при t-

¦l(t')Y-

...0,

Следовательно, при +

*•*(?')•
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Следствие 1.2. Из A.21) вытекает, что для эллиптичес-
эллиптического оператора Р(дх) при л^З в соответствии с нумерацией

поскольку то же верно для корней Ц
Предложение 1.4 доказано.

Примеры эллиптических уравнений.
1) Для уравнения Лапласа

Аи{х) =0, хп>0, х'= (хи ..., xn- i
A.26)

характеристическое уравнение —||'|2+А,2=0 имеет корни
^i,2 = -f-U'| и для общего вида решения ые[/0<г) получаем

2) Аналогично, для уравнения

Да-?«(.*)=0, л:„>0, x'eR1 ; q>0,

корни ta,2= + Kl i' |2 + 7 и для общего решения
получаем

а (Г. *„)=С, (
3) Для уравнения Гельмгольца

2й(л) = 0, хп>0,

A.26').

A.27)

co06R\0,

корни Ai,2= +У | Iх |2
— со§. Поэтому для общего решения

получаем (ш = }Ло2 — 11' |2)
Ш*

2(gQe~iwr* при

4) Для уравнения Коши—Романа

- +|^)= 0, х2>0, XlGR, A.29).

корень Л= |] и для общего решения иб?/ог) получаем

п№ r\ iCi(gi)e6«*« при gx<0, л q/y
«(ii--«2)=\o при g!>0. A>29>

Уравнение A.26) является a-регулярным только при а= 0,-

A.27)—при аб[—К^", К^]; уравнения A.28) и A.29) не яв-

являются «-регулярными ни при каком gR
Из следствия 1.2 вытекает



Предложение 1.5. Эллиптический оператор Р(дх) при
я>3 является a-регулярным лишь при о6[а,, а/+1], если

а,<а,+1 = этом

гея

Определение 1.5. Уравнение A.1) называется п-парабо-
лическим по Шилову (/iGR), если при некоторых Ci>0, C2eR

ReA*(rX-C,|g'|fc+Cj при &'GR»->, Vfc=l,...,v. A.30)
Очевидно, любое параболическое по Шилову уравнение яв-

является корректным по Петровскому и является a-регулярным

лри Va^osv

Примеры параболических уравнений.
1) Уравнение теплопроводности (или диффузии)

J a>0,Jft, t), t>0, jceR*; a>0, A.31)

имеет вид A.1) с /t= Jfe-4-l и xn= t. Оно является 2-парабо-
лическим по Шилову, Х1==—а2\%\2, и для u?Uon получаем

5(Е, О-МЭе-"™". A-310
2) Уравнение теплопроводности с поглощением (или

рождением, если <7<0)

|^ a>0, ?6R, A.32)

также 2-параболическое|по Шилову, Л.х == — a21 g |2 — ^ и для

получаем

0, A.32')

Уравнение A.32) является a-регулярным при а^—^ и

тогда va=l, и оно не является a-регулярным при а<—?.
Определение 1.6. Уравнение A.1) называется ^-парабо-

^-параболическим по Петровскому (Р = 1, 2,...), если

ра=0 при |a'H-pan>pv, A.33)
а все корни уравнения

Ц =0 A.34)

являются строго устойчивыми в следующем смысле:

|Г1 = 1, E'eR"-1. A.35)

Например, уравнения A.31) и A.32) являются 2-параболи-
ческими по Петровскому.

Отметим, что A.35) возможно лишь при четных $=2Ь, где

Ь—1, 2,... . Действительно, если А,0 — корень уравнения A.34)
для g/€Rn-I\O, то t9k° — корень того же уравнения для t%'. При
t=—1 и нечетном р это противоречит A.35).
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Предложение 1.6. Если уравнение A.1) является

26-параболическим по Петровскому, то оно также 26-парабо-
лично по Шилову.

Доказательство. Обозначим корни уравнения A.34)
через V(§'). Аналогично A.15'),

A.36)*2 F) *(?). >°- 1&Г\0. A.36)

Поэтому корни 1Ц1'), ввиду A.35), удовлетворяют нужной
оценке A.30). Остается заметить, что, согласно A.6) и A.33),

2 Т' A.37)

00 имеют одинаковуюПоэтому корни ки (g') и l°k (I') при 11
асимптотику:

МГ)=\°(Е')+о(|Г12й). A.370
Это следует из леммы 1.1, примененной к оператору Р (дХ', д*"),
поскольку для него плоскость s= 0 не является характеристи-
характеристической ввиду A.37).
ЗамечаниеЫ. Классификация уравнений A.1) в полу-

полупространстве на гиперболические, эллиптические и параболи-
параболические не является полной. Например, для уравнения Шрёдин-
гера

Ц-=UPAy (х, t), t > 0,

характеристическое
Поэтому, для

уравнение имеет
Г)

получаем

а>0,

корень Хх

A.38)

У(Ь O= c1(g)e-'a"i5i''. A.38')

Уравнение Шрёдингера не гиперболическое, не эллиптическое и

не параболическое по Шилову. Однако оно является a-регуляр-
a-регулярным при VaGR.

Аналогично, для волнового уравнения с сильным трением

характеристическое уравнение

корни а,.2=-АШ1±
получаем

, К>0, A.39)

Х2=—а21 % |2—/О, | % р имеет

—a2jg|2. поэтому для

%)е*-'с. A.39')

Уравнение A.39) не принадлежит к типу гиперболических, эл-

эллиптических или параболических по Шилову. Однако оно яв-

является a-регулярным при Va^O (и не является a-регулярным
при а<0).

15—10120 22 225



§ 2. Регулярные краевые задачи в полупространстве
в классах ограниченных функций

Как видно из A.9) уравнение A.1), в полупространстве име-

имеет, вообще говоря, бесконечное число линейно независимых ре-
решений. Действительно, если взять, например Cft(g/NCo°°(Rn),
то функция

¦с-)'
а B.1)

при некотором достаточно большом а (а > max Re Л*
?'gC

V&=l,...,v) и любом г=1, 2,..., и и является решением
уравнения A.1,).

Регулярная, т. е. «правильно» поставленная задача для
уравнения A.1) должна иметь единственное решение. Для этого-
на и нужно наложить дополнительные ограничения, чтобы из

всех решений выбрать одно. В задачах математической физики
это обычно достигается заданием краевых условий на границе
области. В случае уравнения A.1) граница области есть гипер-
гиперповерхность хп = 0. Зададим на ней краевые условия вида

где

bj.d'.

B.2)

B.2')

Возьмем г > т =max тг Тогда для иб?/(г) или aQU(ar) условия

B-2) имеют смысл, в силу теоремы 3.1 главы 2, как равенства
в пространстве //_«, (R" )= U /^(R" ).

Наша цель — найти условия на операторы Р, Ви ... ,Ви при
которых краевая задача A.1), B.2) «правильно» поставлена,,
в частности, найти число I. Грубо говоря, ответ состоит в том,
что в A.9) нужно отбросить все слагаемые, соответствующие
неустойчивым корням (у которых ReA,fe>0); l равно числу
устойчивых корней (у которых ReA,ft<I0), а значения

(Bj(—tg', А,* (?'))) *-1 символов на устойчивых корнях должны
быть линейно независимы.

2.1. Регулярные краевые задачи.
Определение 2.1. Краевая задача A.1), B.2) называется

регулярной в Ubr\ где от, если для любых f^H-.x(R" }
она имеет решение uQUor) и притом единственное.

Найдем необходимые условия для того, чтобы задача A.1)»
B^2) была регулярной в U^r)
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Предположим, что задача A.1), B.2) является регулярной
в U\>r) и пусть u&Uor) является ее решением. Тогда, соглас-

согласно A.120,

, л:л>0. B.3|п. в.

Функции Ck A0 находятся из краевых условий B.2). Для этого*

нужно применить к B.2) касательное преобразование Фурье
Fx'-^i1 (см. 1.4)) при хп

— 0. При этом получим:

Bj (- *?', дХп) и (?', О.+ )=/,- (?'), п. в. reR"-\ j = 1,...,/. B.4)

Подставляя сюда B.3), получаем

v.(S')

2 Bji-il', МЮ)С*(Г)= /;(Г), п. в. reR"-1, B.5)
1

у = 1,...,/.

Поскольку задача A.1), B.2) является регулярной в Uor\ то-

система B.5) для любых /}(g0e//-oo=/:V^i'//-oo(Rn) при п. в.

i'eR" имеет решение и притом единственное. Отсюда вытекает

Предложение 2.1. Для того чтобы краевая задача A.1)»
B.2) была регулярной в Utf\ r^m, необходимо, чтобы

voffi')sBvo=-/ при п. в. I'eR" B.6)
так, что, в частности, уравнение A.1) должно быть 0-регуляр-
ным; кроме того, матрица Bjb(l')=sBj(— i%', Xft(g0) должна быть

невырожденной при п. в. g'gR" :

detE;ft(r));>ft=]^O при п. в. reR" . B.6')
Это есть условие типа Шапиро—Лопатинского [27], необхо-

необходимое для того, чтобы задача A.1), B.2) была регулярной,

в uir). Запишем систему B.5) в векторном виде

Д F0 С (?')=»? (?0. п. в. ?'6R»-1, B.7)

где В F0= E,.* (?0) — матрица lx{, a G(|') и fF0—вектор

столбцы с элементами С*(^) и fj(%') соответственно. Тогда,,
ввиду B.60,

G(?0= B-I(?0^(?0. П- в. r&Str1. B.8)

Пример 2.1. Для любого оператора Р{дх), удовлетворяю-
удовлетворяющего нашему предположению A.8), краевая задача

<?;-'« (х', 0+)= fj {х'), у — 1,...,/, B.9)

удовлетворяет условию B.60. Действительно, для нее 5,ft(|0 =
= УГ>(Г) и, в силу A.8),
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det?(r)=E>*(r)-M?'))?=OnpH п. в. B.10)

Теперь укажем достаточные условия регулярности краевой
задачи A.1), B.2). Пусть необходимое условие B.6) выполнено.

Предложение 2.2. Для того чтобы задача A.1), B.2)
была регулярной в Uoir\ достаточно, чтобы условие B.6') вы-

выполнялось при Vt'6Rn~' (а не при п. в. ?'):
detSd'^O VE'eR" B.6")

Доказательство. Нужно проверить, что решение и,
.найденное по формулам B.1), B.3), B.8), принадлежит классу
UdT), r~^m. Заметим прежде всего, что из B.6") вытекает оцен-
оценка: при некотором aGR и С>0

|det?(r)|>C(.l.-H6'l)e, 1'eR"-'. B.11)
Эта оценка вытекает из теоремы А.2.5 из [55], примененной к

полуалгебраической функции от х

)= inf |
18'1—г

B.12)

Полуалгебраичность функции f(x) означает, что множество

F} B.13)
в R2 является полуалгебраическим, В свою очередь, полуалгеб-
полуалгебраичность F вытекает из следствия А.2.4 [55], поскольку f(x)
.допускает представление вида (А.2.2) из Ц55]:

. B.14)

Отметим, что все эти результаты из [55] доказываются при
помощи принципа Зайденберга—Тарского. Аналогично B.11)
доказывается оценка: при некотором GR

l + IS'l)"*. S'eR-1- B.15)

Отсюда и из B.11) вытекает, что при некотором 66R.

\\В-ЧЮ\\<С{1 + \1>\)», ?'6RM. B.16)

Отсюда в силу B.8) вытекает, поскольку fj (I'^H-^saH,» (R" )
что также

C^Oe/Z-oofR"-1)- B.17)
Остается проверить, что при некотором sgR для v/ = 0, 1, 2,...
{& не только при /-<г)

II dljt (•-¦««) If, < Су., < оо при л:л > 0. B.18)
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Но это очевидно: из B.3) получаем, что

<« (Г. *«)—2 с* (?') л* <S') е***"-

Отсюда, поскольку ReXftdO^O' ^<v0, получаем, ввиду B.15)

I diau (Г, JCJ Г < С jg | Cft (Г) I2 A +1 g' |J;д*. B.20)-

Поэтому, согласно определению 3.1 главы 2, для

< с 2 10 +11' \f(s+iak) I С* (Г) I2 dl'. B.21)

Остается учесть, что й

Отметим, что s в оценке B.18) зависит от /, как видно из-

B.20).
Замечание 2.1. Если выполняется предположение A.8'),

то краевая задача B.9) удовлетворяет условию B.6") ввиду

B.10).
Предложение 2-3. Если выполняется предположение A.8')*

для k, /<v0, то условие B.6") (вместе с B.6)) является не-

необходимым и достаточным для того, чтобы краевая задача A.1),
B.2) была регулярной в ?/ог) при г > max (m, v0

— 1).
Доказательство. Достаточность доказана в предложе-

предложении 2.2. Для доказательства необходимости заметим, что для

ueUor\ по определению A.2), при r>v0— 1

д±-хи (*', 0 +) = vj (лг')еЯ_оо (R«), J = 1, ..., v0. B.22>

Подставляя сюда B.3) и учитывая, что vo= / согласно B.6)»
получаем для C*(g') систему, аналогичную B.5):

B.23).2 *tX (SO С* (SO=Ъ (Г)бЯ-оо.

Ее определитель B.10) удовлетворяет условию B.6"), ввиду A.8').
Если задача A.1), B.2) регулярна в Uir\ то при v/;€//-oo (R"~J>
она имеет решение u&Uor) и тогда Ck(\')^H-x vk, как показано

выше. Но ввиду B.8),
R"-1. B.24);п. в.

Поэтому, в силу B.24) функции ?*/(?') локально ограничены,,

откуда вытекает B.6").
2.2. Примеры регулярных краевых задач.

1) Гиперболическое уравнение Клейна —Гордона A
имеет вид A.1) с n=k + l и xn= t. Для него А.»,2 A
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= ± i У \l p+ml • ?GR*, так что vo=2 и вьшолняется условие

({1.8') (мы пишем % вместо ?'). Поэтому для A.17) регулярной
в Uor) является задача B.9) с 1= 2—так называемая задача
Коша с «начальным» условием

a(jc, О+)=йо(л:), <Э,а(.к, 0)—«f,(jc), jc€R*. B.25)
Подставляя общее решение A.17') в B.25), находим, аналогич-

аналогично B.5), B.8): А (?)=«« (?) и ВA)= щA)/а{1), откуда

и (g, t) =^ (g) cos со sin со

.

2) Для эллиптического уравнения A.27) vo*=l, и регуляр-
регулярными в Uor) являются:

а) задача Дирихле:

б) Задача Неймана:
да

(Г, *п)=Ц> (Г)

a f?M Viz

V\l' \*+я

в) Третья краевая задача (при <т>0 или Im<r=^=O):

B.27)

'. B.28)

г) Задача с косой производной (все

да

f (?')

B.29)

и не все bk=0)

B.30)

регулярна в Uir\ если Ьпф0 или я=2.

3) Для уравнения Лапласа A.26) также vo=l, и задача

Дирихле регулярна в Uir\
;'"«. B.31)и. ия-о ц, (Г)

Аналогично и для третьей краевой задачи B.29) при <т>0 или

яри
т— ' л

—аи
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4) Параболическое уравнение A.32) имеет вид A.1) с

n=k-\r\ и xn= t. Для него vo=l при q>0, и регулярной
в f70r) является задача Коши с начальным условием

в(х, 0+ ) —«o(x)=>«(g, ^ = «0 (g)e-(«'i5i'+?x. B.33)

5) Для уравнения Шрёдингера A.38) также vo=l и для

него регулярна в U\,r) задача Коши с начальным условием

ур (х, 0.+) — г|з0 (лг)=Нз (I, t) =% (|) е-wftl'i. B;34)
6) Определение 2.2. Задачей Коши для общего урав-

уравнения A.1) называется задача с условиями вида B.9), niel= v.

Для регулярности этой задачи в U$>r), согласно предложе-
предложению 2.1, необходимо, чтобы vo(g') = v (условие B.6) с /= v) и,
согласно замечанию 2.1 и предложению 2.2, достаточно, чтобы,
кроме того, выполнялось условие A.8').

§ 3. Регулярные краевые задачи
в классах экспоненциально растущих функций

3.1. Определение и примеры. Определение 3.1. Крае-
Краевая задача AЛ), B.2) называется регулярной в классе ?/?г\
где a6R и г>и, если для любых /;-6//_оо(R" ) она имеет

решение и&и^ и притом единственное.

Предложение 3.1. Для того чтобы задача A.1), B.2)
была регулярной в Uir), r~>m,

1) Необходимо, чтобы, аналогично B.6),

va(g')=va = /, п. в. g'eR" , C.1)

в частности, чтобы уравнение A.1) было d-регулярным, и что-

чтобы выполнялось условие B.6')-
2) Достаточно, чтобы выполнялись условия C.1) и B.6").
3) условие B.6") вместе с C.1) необходимо и достаточно,

если условие A.8') выполняется для k, j^ya и r^max(va—1, т).
Это предложение доказывается совершенно аналогично

предложениям 2.1—2.3.

Примеры краевых задач, регулярных в

1) Волновое гиперболическое уравнение A.16) имеет вид

A.1) с n=k-\-\ и xn=t. Для него vo=2, но условие A.8')
выполняется лишь при gGR*\O. Поэтому для него задача

Коши с условиями B.25) удовлетворяет требованиям B.6),
B.6'), но не удовлетворяет B.6"). Подставляя A.16') в B.25),
находим A(g)=5,,(g) и В (?)=«i (?)/!? |. откуда

„
I
t | ,

,

~

,Еч
Sin Д [ I | t ,n m

> о, | § I * ~г йцУ —гёт • \?-*i
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Отсюда, аналогично B.18)— B.21), выводится, что при

II д{пи (• ,t) \\l < С (|| щ ||5+у +1| ui fs+j-i -t) при t > 0, C.3)
если || щ \\^j < оо и ||«! \1+]_! < оо . Из C.2) следует, что задача

Коши A.16), B.25) не является регулярной в Uor), но C.3)
показывает, что она регулярна в Uir) при v<x>0.
Этот пример показывает, что условия предложения 2.2, доста-
достаточные для того, чтобы задача A.1), B.2) была регулярной
в Ukr), близки к необходимым (в частности, условие A.8'))-

2) Аналогично, для уравнений A.18) и A.39) задача Коши

с условиями B.22) регулярна в Uir) при а>0, а для A.19)—
при а > — К.

3) Уравнения A.16) и A.17) в классе U^} при а<0 имеют
только одно решение и=0. Поэтому для них является регуляр-

регулярной задача в ?/?г) при а<0 без краевых условий. То же верно
для уравнений A.18) и A.19) при а< —К. Уравнение A.18) не

является а-регулярным при аб]— К, 0[, поэтому при этих а

для него нет регулярных в Uir) краевых задач; аналогична

обстоит дело в уравнением A.39) при а<0.

4) Для эллиптического уравнения (L27) все краевые задачи

B.27) — B.30) регулярны в Uir) при аб[ — V~q~,V~q~]- При
а?[—Уq ,Уq] для уравнения A.27) нет регулярных в Uiry
краевых задач, поскольку оно при этих а не является а-регу-
а-регулярным; то же верно для уравнения Лапласа при а^О и лля

уравнений Гельмгольца A.28) и Коши—Римана A.29) при всех

€R
5) Для параболического уравнения A.32) задача Коши B.33)

регулярна в и?у при а> — q; а при а< —<у для него нет

регулярных в ?/аГ) краевых задач.
Замечание 3.1. Из рассмотренных примеров видно, что

число / краевых условий в регулярных в Ura задачах для фик-
фиксированного уравнения слабо зависит от а. Например, для

рассмотренных гиперболических уравнений /=0 или t=2, для

эллиптических, параболических и Шрёдингера — только /=1,
для A.39)—только 1=2. Это связано с условием B.6) и тем,

что уравнение является а-регулярным как правило лишь для
одного (или двух) значений a6R, если такие «ж вообще имеются.

Например, для уравнений Гельмгольца A.28) и Коши—Ри-
Коши—Римана A.29) таких значений а вообще нет, и соответственно, ре-
регулярных в Uair) краевых задач вида B.2) для них так-

также иет.

С другой стороны, например, уравнение (ср. A.19))

JC6R*, C.4)
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при К% < К\ имеет корни

Поэтому для его решения ибС/(г)

п{%, t) = e-«>' (С, (g

+ е-л< (С3 A) eW+ С4 (I)

и для уравнения C.4)

[0, а<—Ки
va(g)= 2, —Ki<a< —/C2.

14, a>
— K2.

Поэтому для C.4) регулярная в Ua задача должна при?

а>—К2 содержать 4 начальных условия (например, задача

Коши), при аб[ —Ки
— К2]—два условия; при а<—Кг не

нужно задавать никаких краевых условий.
3.2. Задача Коши. Чтобы задача Коши а;ля общего уравне-

уравнения A.1) (см. определение 2.2) была регулярной в U^\ необ-

необходимо, согласно C.1), выполнение условия

Это означает, в частности, что уравнение A.1) должно быть

корректным по Петровскому.
Предложение 3.2. Пусть уравнение A.1) корректно по

Петровскому и (см. A.6))

;7(v)(g')=const=?0. C.5')-

Тогда задача Коши для уравнения A.1) регулярна в ?/(аг)

при a>av (даже если не выполнено условие A.8)).
Доказательство. При условии C.5) задачу Коши для;

уравнения A.1) можно записать в виде системы (где t^xnl>

гг
=Щ (*> x I, t ;> u,

дич_2

dt
V-l

1
pU)(idx.)Uj;

16—10120
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В векторном виде эта задача записывается так:

%',t), t>0,

-Или, после касательного преобразования Фурье,

п. в. g'eR* . C.8)
Отсюда

0A', 1)=е91-мр?% п. в. I'eR"-1, *>0. C.9)
Заметим теперь, что

det(Q(-igO-*E)~P(-ig', к), C.10)
так что собственные числа матрицы Q(— ig') равны %k(l%ft = l, ..., v. Поэтому, в силу оценки из [20], [37],

flee(-«'X||<Ce^(l+<||Q(-igOr-« при <>0, g'eC* .C.11)
Отсюда следует, что у/=0, 1, 2,...

l'eC«-K C.12)

Поэтому, аналогично C.3), при a>av для

C.13)

гДе III-III,—норма в [Hs (R" )]*.
Например, для уравнения A.39) задача Коши B.25) регуляр-

регулярна в U^ при а>0.

Следствие 3.1. Задача Коши является регулярной в U^
лриа>ау для уравнений A.1), гиперболических по Гордингу
или параболических по Петровскому. Действительно, для таких
уравнений условие C.5) выполнено, и C.5') —также.

3.3. Задача Дирихле для эллиптических уравнений. Пусть
Р\дх)—эллиптический оператор в R" порядка я*=2/, где /
целое число (это всегда верно при д>3, согласно предложению
5.1 главы 3).

Определение 3.1. Задачей Дирихле для оператора
Р(дх) называется краевая задача с условиями вида B.9) где
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Предложение 3.3. 1) Если a;<a,+J и выполнено усло-

условие A.8'), то для оператора Р задача Дирихле регулярна в С/аУ
при сс6[а„ а;+1].

2) Если аг>а;+1, то для оператора Р (дх) нет регулярных:
в ?ДГ) краевых задач.

Доказательство. Утверждение 1) вытекает из предло-

предложения 1.5 B.10) в силу п. 2) предложения 3.1. Утверждение
2) следует также из предложения 1.5 в силу п. 1) предложе-
предложения 3.1.

§ 4. Регулярные краевые задачи
в классе функций произвольного роста

4.1. Рассмотрим краевую задачу A.1), B.2) в пространстве

функций ti?U{n, г>от.

Определение 4.1. Краевая задача A.1), B.2) называется

регулярной в классе Ulr\ r>-m, если при всех ffiH-m (R" )
она имеет решение uQ(J{r) и притом единственное.

Найдем необходимые условия на операторы Р, Въ ..., Вг>
при которых задача A.1), B.2) регулярна в ?/(г). Функция и из

A.9) при любых Сь^О.еСо00^"-1) принадлежит UM и являет-

является решением задачи A.1), B.2. Отсюда вытекает

Предложение 4.1. Для регулярности задачи A.1), B.2}
в ?/w

1) необходимо, чтобы l=v и выполнялось условие B.6');
2) достаточно, чтобы оператор Р был корректным по Пет-

Петровскому, /=v и выполнялось условие B.6");
3) при условии A.8') и r^v—1 необходимо и достаточно,

чтобы оператор Р был корректным по Петровскому, l=v и вы-

выполнялось условие B.6").
Доказательство. Утверждения 1) и 2) доказываются

дословно как предложения 2.1 и 2.2 соответственно. Необходи-

Необходимость корректности по Петровскому оператора Р в утвержде-
утверждении 3) выводится методом из доказательства предложения 2.3.

А именно, если задача A.1), B.2) регулярна в UM, r^v, то из

A.8'), как и в доказательстве предложения 2,3, выводится, что

функции Сй(|') в A.9) могут быть произвольными элементами

из Я_„. Возьмем С3(|')=0 для ]фк, тогда из A.9) получаем,
что Vfe

-оо при -oo vxn>o.

Но это возможно лишь, если ReXfc(|') ограниченная функция
при I'eR" .Действительно, по упоминавшейся в § 2 теореме
А.2.5 из [55], при некоторых С и afeeR
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max Re A*
16'i-p

при p->oo. D.2)

Если Oft>0, то D.1) не может выполняться. Следовательно,Ль=?^0, так что все корни А,ьA') корректны по Петровскому. Не-
Необходимость условия B.6") выводится так же как в доказа-
доказательстве предложения 2.3.

Замечание 4.1. Если в D.2) о*>0 й Ск(?'NЛГ_«„ то при
-*л> 0 функция и (•, хп) будет принадлежать пространству 3>' (R")>но, вообще говоря, не будет принадлежать S/(Rn~1). Соответст-
Соответственно, «(•, л:„) при хп>0 принадлежит Z'(Cn~l), но, вообще
говоря, не принадлежит iZ>'(Rn~').

Следствие 4.1. Для эллиптических уравнений при п^Знет регулярных в ?/(г) краевых задач, поскольку они не явля-
являются корректными по Петровскому.
Пример Ада мара. Задача Коши B.25) с ts&xn для

уравнения Лапласа A.26) не регулярна в Um. Действительно,для общего решения иб?/{г) уравнения согласно A.9),

D.3)
- А (Г) ch 11' | хп+В (Г) sh | Г! хп

Подставляя в B.25), находим Л(?')=й«,(Г) и ,ВA')= «1 (iO/| i' N¦откуда

Щ^- D.4)

Если взять щA')= 0, то и(.,.*„)<?#_(R«-i) при x>Oi на

riFn^f1 и°(Ю^1 или>а')=A+|Г|2)-^ при любом ЛГ>0.Соответственно задача Коши B.25) для уравнения Лапласа "при
«<'г)=0 не имеет решения ие&(г) для и„ (jc') = б (*') или

Отметим., что последняя функция иц(х') имеет 2N—п непре-непрерывных производных при 2N—п>0 и убывает быстрее любой
степени \xf\ при |х'|->-оо.

Замечание 4.2. Если задача Коши для оператора Р ре-регулярна в Uair\ t^v—1, при некотором «6R, то из C.1) выте-вытекает C.5). Тогда и в UM эта задача Коши также регулярна.В частности, задача Коши для оператора Р регулярна в U(T\r^v—1, при условиях предложения 3.2 (например, для гипер-гиперболических по Гордингу или параболических по Петровскомуоператоров Р (см. следствие 3.1)).
Таким образом, рассмотрение пространства решений Umвместо Uaw не приводит к новым примерам регулярных крае-краевых задач.
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§5. Корректные и непрерывные краевые задачи
в полупространстве

5.1. Корректные краевые задачи. Пусть имеются некоторые

нормированные пространства Яс=С/(г), г^т и №с=Я_ео(Кп-1)
при /=!,..., /. Обозначим Эё=Н1® ... ®НК

Определение 5.1. Краевая задача A.1), B.2) называет-

называется корректной в пространствах Я, Я1,..., Н1, если

1) при всех ffiH* она имеет единственное решение «s

(f/)
2) Отображение 52 : Ж-^-Н непрерывно, т. е.

Введем нормированное пространство

= sup e
0

(О, «,;#,) = оо; | а \\,.. =

E.2>

Предложение 5.1. Все рассмотренные в §§ 2, 3 краевые
задачи, регулярные в Uir\ являются корректными в простран-
пространствах //==Са(О, oo;Hs) и HJ=HSj=-HsJ(Rn~1) для любых sfiR
при s<s/.
Доказательство. Для рассмотренных в §§ 2, 3 краевых

задач, регулярных в ?ДГ), справедлива следующая оценка: дл»
любых s,6R при s<s;

~

ЯЛ.,. E.1')

Например, для а= 0 такая оценка получается рассуждениями
B.15)—B.21) (при /=0). Для а?=0 оценки вида E.Г) доказы-
доказываются точно так же. Например, для задачи Коши при усло-
условиях предложения 3.2 оценка вида E.1') получена в C.13).

Оценка E.2) означает ограниченность оператора 91. По-

Поскольку 91 — линейный оператор, то он также и непрерывен.
5.2. Непрерывные корректные краевые задачи. Обозначим

через % : ^/(г)->-[Я_ео(Кп-1)]г оператор, соответствующий краевой
задаче A.1), B.2):

.
= (ТВ, и,..., udU", и (

E.3)
Особый интерес представляют краевые задачи, которые коррект-
корректны в некоторых пространствах Я, Я1,..., Н1 и для которых
оператор 2t: H-+3S===Hl® ... ®Н1 непрерывен. Дело в том, что

оператор 91: Ж-+Н является правым обратным к оператору %
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и он непрерывен, ввиду корректности краевой задачи. Поэтому
оператор 2t+6 также имеет непрерывный правый обратный
д$ь ¦ 36~*-Н, если оператор 3 непрерывен, а б : Н-^-Эё, имеет

достаточно малую норму. Грубо говоря, краевая задача
остается корректной при малых возмущениях операторов Р, В,-
в рассматриваемых функциональных пространствах. Это позво-

позволяет строить теорию краевых задач для дифференциальных
операторов с переменными мало меняющимися коэффициента-
коэффициентами, а затем и с более общими (С°° и т. п.). На этом основан

метод замораживания коэффициентов [2], [11].
Укажем условия корректности краевых задач A.1), B.2),

непрерывных в пространствах

(О
\ a,s=я УЛ=

хп>0
Кг

xn)\\s-m<

E.4)

Непрерывность оператора 91: Н-+Ж при Vs6R в таких про-

пространствах вытекает из теоремы 3.1 главы 2, если ц=1, ц^=

Обозначим через W корни характеристического уравнения

A.6), соответствующие старшей части Рт(дх) оператора Р(дх),
и через

E.5))= 2 П
\а.\=т.

— старшую часть оператора Bj(dx).
Предложение 5.2. Пусть граница хп = 0 не является ха-

характеристической для оператора Р и для краевой задачи A.1),
B.2) выполняются условия C.1), B.6") и условие Шапиро—
Лопатинского [27]

detB°(-*g', ЦA'Щ.к-**° ПРИ 1Г1.-1. reR"-1. E.6)

Тогда краевая задача (Ы), B.2) корректна в пространствах E.4)

при ц=1, \x.j = mj, r~>m и v's6R.
Доказательство. Из нехарактеристичности границы

л:„ = 0, по лемме 1.1, получаем, что

Я,.(-;Г,МЕ'))=Я°(-/Г, Ъ1A')) + О(\1'П) при U'l-oo. E.7)

Отсюда, ввиду A.15') й в силу E.6), вытекает, что

16'К<». E-8)

Следовательно, ввиду B-6"), для элементов обратной матрицы
В~г A0 справедлива асимптотика

E.9)оо .
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Поэтому из B.8) следует, что

Но из A.12') вытекает оценка

1 й (I', хп)

поэтому из E.10) получаем, что

sup е~ЛХп!!«(-, хп)
хп>0

Аналогично, из A.12') вытекает оценка

j д^п(Г, хп) |<С 2 i Ч(^01• I С*A01еах".

Поэтому из E.10) получаем, ввиду A.21) и A.15'), что

p
Хп>0

E.10)

E.11)

E.П0

E.12)

E.13)

Это предложение допускает обобщение также на параболичес-
параболические по Петровскому операторы Р. А именно, если оператор Р
является ^-параболическим по Петровскому, то модифицируем
E.5). Предполагая, что bia—0 при |'a'|+{kcn>Pv', положим

В)(дх)^ 2 ,Ь»Я- E-14)

Тогда из теоремы 3.1 главы 2 вытекает непрерывность опера-
оператора 31 в пространствах E.4), в которых нужно взять ц=р и

Предложение 5.2'. Пусть оператор Р является р-парабр-
лическим по Петровскому, и выполняются условия B.6") и

E.6), где W(g') —корни уравнения A.34). Тогда краевая_за-
дача A.1), B.2) корректна в пространствах E.4) при r^v и

Vs6R, |i = p, w = pv,.
Доказательство этого предложения почти совпадает с

доказательством предыдущего. Нужно лишь вместо A.15') и

A.21) использовать A.36) и A.37') соответственно.

Следствие 5.1. Пусть выполнено условие A.8') и анало-

аналогично, пусть

*2<g')?-a.°-(g') при k-tj, II'1 = 1, g'eR*-1. E.15)

Тогда задача Коши для гиперболического (или р-параболиче-
ского) по Петровскому оператора Р(дх) является корректной в

пространствах E.4) при г^т—1, \х,= 1, Ц|=/—1 (или Р=$>
Рз=Р(/—!))• Действительно, условия B.6") и E.6) выполня-

выполняются, ввиду B.10).
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Аналогично, при условиях A.8'), E.15) для эллиптического

оператора Р (дх) задача Дирихле (определение 3.1) является

корректной в пространствах E.4) при й>3иг>у—1, }х = 1,

Ну—у —1, если а,<сс,+1 и аб[а,, а(+1]. Исследованию коррект-
корректности краевых задач в самых разнообразных пространствах
посвящена обширная литература. В [20] имеется подробное из-

изложение результатов по регулярности и корректности задачи
Коши для общих дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами в классах функций растущих как еаЫ* при
различных а и Ь. В [20] указаны точные границы показателей

роста а и Ъ решения и(х) и начальных данных, при которых за-

задача Коши регулярна и корректна.
Основополагающие результаты по корректности задачи Ко-

Коши в пространствах типа L2 были получены в ['32], [60].

§ 6. Ядро Пуассона краевой задачи в полупространстве

6.1. Ядро Пуассона и фундаментальное решение краевой за-

задачи.

Определение 6.1. Фундаментальным решением краевой
задачи A.1), B.2) называется векторная функция Е(х) =
= (Ek(x))ft=i,... ,и где Ek&UM — решения краевых задач в R+

\ Р (дх) Ek (х) = 0, хп > 0, х' =н (хи

BjEAxySjbbix'), у = 1, ...,/,

где б.й—б-символ Кронекера, а б (х') = 6ra_i (х1)—б-функция
в R"-1.

Если краевая задача A.1), B.2) регулярна в ?/?"-, r^>m,

при некотором а, то для каждого & = 1, ...,/ такая функция

F.1)

р

существует (поскольку б (x')(+Hs (Rra~') при s<—
и единственна.

"Определение 6.2. Ядром Пуассона краевой задачи A.1),
B.2) называется векторная функция

<?(*; у') =?(х'-у'; хп), хп>0, х', #'6R*->. F.2)

Отметим, что у^&и^сФ'^) при Vy'6R»-i. Из F.1)
'6R™-1 есть реше-следует, что &h(x, y')=Eh(x'—у'; хп) при

ние краевой задачи

\Р (дх) 9>k (х, у') =0, х„> 0,

Ву (дх) &>k (х, у') = 6Jk6 (х' - у'), j = 1,...,/, ">-а>

гае у' играет роль параметра.
Предложение 6.1. Пусть краевая задача A.1), B.2) ре-

регулярна в Ua\ г > max m, m). Тогда ее решение и при произ-

произвольных граничных данных /у (дг')бСо° (R" ) выражается по

формуле (здесь F = (fu ...,
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и

< ?* (х'-у'; jg, fk(y') > .

к

Доказательство. Для функции F.4) при

dZ^bix'-y', х„), /

F.4)

поскольку ?-АеС(г)@, оо;Я,) при некотором seR, г>те.
Поэтому из свойства A.47) главы 1 свертки и F.1) получаем,
что

Р(дх)а(х', л

Аналогично,

при х„>0. F.6)

F.7)

Отметим, что через ядро Пуассона F.2) формула F.4) для

решения краевой задачи записывается так:

и (х', хп) •= < &> (х; у'), F (У) > ==2 < &н (х, у'), fk (У) > . F.8)

6.2. Связь фундаментального решения задачи Коши с за-

яаздывающим фундаментальным решением оператора Р{дх).
Пусть для некоторого оператора Р(дх) порядка v по дЖп зада-

задача Коши регулярна в ?/(r), r^v—1, и P(v)=sconst=^0 ро)=0 при
1^/^v—1, в A.6). Тогда эта задача Коши имеет фун-
фундаментальное решение ?(xN[C(v~n @, оо; W^R" ))]7при не-

некотором sGR. Система F.1) в этом случае имеет вид

¦ + Р@) (idX') Ek= 0, хя > 0,? [ ^'e

F.9)
., v.

Определим обобщенную функцию &1 {х)?2)' (R") по формуле

т. е.

Ю, д;л<0,

оо

, Ф > = { -^— < Еч (•, х^ Ф(-, . F.10)
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Тогда ё>(х) является запаздывающим, т. е. равным нулю при
jcn<0, фундаментальным решением оператора Р: Р(дх)&(х) =
= 6(х). Это вытекает из F.9), аналогично лемме 1.1 главы 1..

Обратно, через функцию ё>(х) из F.10) фундаментальное реше-
решение Е(х) выражается по формулам

(х), хп>0; UKv-1. F.11)

Действительно, функция

F.12)

принадлежит классу Uir), r^v—1, и является решением задачи

F.9), как и Ек. Поэтому Eh=Eh, в силу регулярности задачи Ко-
ши. Отсюда вытекает F.11).

Итак, фундаментальное решение задачи F.9) выражается
формулами F.11) через запаздывающие фундаментальное ре-
решение F.10) оператора Р(дх). Априори запаздывающее

фундаментальное решение оператора Р(дх) может быть неедин-

неединственным. Поэтому возникает вопрос о методах выделения

функции F.10) из множества всех запаздывающих фундамен-
фундаментальных решений. Например, для гиперболических по Гордингу
операторов функция F.10) выделяется следующим образом.

Предложение 6.2. Для гиперболического по Гордингу
оператора Р запаздывающее фундаментальное решение F.10)
имеет носитель в некотором конусе |д:'|^Лд:п и такое фунда-
фундаментальное решение единственно.
Доказательство. Из F.10), F.9) и C.9) вытекает,

что

F.13).

)л-1

Поэтому «?(!', хп) при vxn>0—целая функция от |'бСга К.

Кроме того, собственные числа матрицы Q(-il'), ввиду C.10),
равны A*(i'). Наконец, в силу гиперболичности по Гордингу,
из леммы 1.1 получаем, что

| Re А°(Г) | ~| Re Xk(Г) | < А (| Im 1' | +1) при 1'еС* .

Поэтому из F.13), в силу оценки из [20], [37], получаем, анало-

аналогично C.11), что при хп>0

|| Q ( -/Г) \\)-\
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¦Отсюда, по теореме 5.1 главы 2, suppg"(- xn)cz{x"GRn-1 •

: IJf'l^^^^supp^cQ—{xeR- : Ijc'I^Ax.}. Остается
'

дока-
доказать единственность фундаментального решения 8 с носителем
в конусе Q. Но это очевидно: если Р<Г,=6(*), jc6R", и supp<g\c:
crQ, то

8=(Р8) *%х=8*(Р8',)=#, F.15)
согласно формуле A.47) главы 1, поскольку свертка 8*8Х опре-
определена.

v

Следствие 6.1. Для волнового уравнения A.6) главы 1 в
К фундаментальное решение Е(к) задачи Коши B.21), согласно
F.11), имеет вид

ЕE{

где <gf и &t —функции из A.6') главы 1. Соответственно, ре-
решение F.4) такой задачи Коши при k = 1 выражается формулой
Даламбера

x+at

±

x—at

и аналогично при k = 2, 3—это, соответственно, формулы Пу-
Пуассона и Кирхгофа

+ < «f (х— у, t), и, (у) >

Для параболических по Петровскому уравнений функция
F.10) выделяется следующим образом.
Предложение 6.3. ([39]). Для 26-параболического по

Петровскому оператора Р(дх) запаздывающее фундаментальное
решение F.10) является гладкой функцией при jc=^=O, удовлет-
удовлетворяющей оценкам: Vet

-нч.1 -

Такое фундаментальное решение единственно.

I. F.16)
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Оценки F.16) доказаны в [39], а единственность доказы-

доказывается как в F.15).
Следствие 6.2. Для уравнения теплопроводности A.31)

фундаментальное решение задачи Коши совпадает с функцией
B.8') главы 1 и решение задачи Коши имеет вид

а (х, t) ¦¦ __! Г
Bа VSF)* J

e
4a"

uo{y)dy о° (R*), t > 0.

Для решения задачи Коши для уравнения Шрёдингера A.38)
из B.34) получается аналогичная формула:

т. е. фундаментальным решением задачи Коши для уравнения
Шрёдингера является функция B.9') главы 1.

§ 7. Краевые задачи в полупространстве
для неоднородных уравнений

7.1. Неоднородные уравнения в полупространстве. Рассмот-

Рассмотрим неоднородное уравнение

P(dx)v(x) = f (х), хп>0, G.1)

где f(*Ua~")+ при некоторых а, г. Построим частное решение v

этого уравнения в классе i/ir\
Предложение 7Л. Пусть p(V)Ssconst=?0 в A.6) и %<

<ссц+] при некотором p.<v. Тогда для аб]ад, an+i[ уравнение

G.1) при / (x)f*U{a~v)+ имеет решение v?L/?r).
Доказательство. Функцию /б?ЛхГ v>+ можно продол-

продолжить на хп<0 до--4>ункции Lf (jcNC(/"~v)+(— оо,.; оо ; Hs (R" ))
при некотором sgR так, чтобы

¦, хп) == f (¦, xj при-ся>0, !/(-, хп)=0 при хп< — 1,

Ч A;raeR, J<(r— v)+. G.2)

Для этого можно использовать оператор продолжения Стей-
на [11].

Построим Lvf*C{r) @, оо; //^ (R" )),решение уравн ения

Р (дх) Lv (x) =Lf (x), xeRn, G.3)

для которого при некоторых s,-O

\\dJXnLv(-, х^\1]<СеаХп, ха>0, /<г. G.4)

Тогда v&zLvlx^tfiU^ и является решением уравнения G.1).
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После касательного преобразования Фурье G.3) перехолит в

P(-il',dXn)Li(t',xn)=L~f(t',xn), xneRn. в. g'eR" .G.5)

При vg'eR" оператор Р(— /g', ^л) имеет символ

Р( —ig', —г§л)=^О при Im ?„6]ссц, ац+il- G.6)
Поэтому функция

) G-7)

при «6]ац, ccji+i[ является фундаментальным решением оператора
P(—il', дХп). Из G:6) следует, что ys>0

Хп х

где G8 не зависит от |'. Эти оценки вытекают из разложения

Р (-i|) = p(v) (-ign-A,! (gO). • .(-^„-A,v (g')), G.9)

поскольку p(v)=^0, Re^(g')<aii+8 при ?<ц и ReA,ft(|')>
1
— e при А >¦ p. -f-1. Пусть, для простоты, v > 1.

Определим функцию Lv (g', л;и) формулой

Zo(r, *J=- f ea',xH-yjLf(Z', уя

jr.—1
Гт G.10)

Здесь интеграл понимается как интеграл по Бохнеру от функ-
функции параметра уп со значениячш в //^(R" ). Сходимость этого

интеграла Бохнера следует из G.8) и G.2):

G.И)

если — е[. Очевидно, функция

удовлетворяет уравнению G.3); оценки G.4) для нее доказыва-

доказываются аналогично G.11).
7.2. Краевые задачи для неоднородных уравнений. Рас-

Рассмотрим краевую задачу
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(?Л2)
{dx)u(x) = f(x), xn>0,

\уВ, (дх) и (*') = fj (x'), x'eRn~u, У - 1, ...,/.
Предложение 7.2. Пусть а и оператор Р удовлет-

удовлетворяют условиям предложения 7.1 и краевая задача A.1),
<2.2) регулярна в U(ar), г>т. Тогда краевая задача G.12) при
любых feU{ar~v)+ и /;e//-oo(R" ) имеет единственное реше-
решение ueuir).

Доказательство. Пусть uQU1^ является решением
задачи G.1) и об?Дг)—решение уравнения G.1), построенное
в предложении 7.1. Тогда щ> = и —об?Лг) и является решением
задачи

у= 1,...,/. GЛЗ)

Решение этой задачи существует и единственно
в силу регулярности задачи A.1), B.2) в ?/?г).

Замечание 7.1. Условиям предложения 7.2 удовлетворяют
а) ввиду следствия 3.1, —задача Коши для гиперболического

¦до Гордингу или параболического по Петровскому оператора Р

лри a>av и r>v—1, и

б) ввиду предложения 3.3, —также задача Дирихле для эллип-

эллиптического оператора Р(дх) порядка т=21 при п>3, если

Глав а 6

РЕЗКИЕ И ДИФФУЗНЫЕ ФРОНТЫ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ1)

Гиперболические уравнения образуют широкий класс линей-

линейных дифференциальных уравнений с частными производными.
'Самый известный представитель этого класса — волновое урав-
уравнение

л ,n /t Ў п
•

описывающее распространение волн со скоростью k; по ана-
аналогии с ним решения произвольных гиперболических уравнений
также называются волнами. Элементарная волна, возникающая
из точечного мгновенного возмущения, имеет особенность на не-

некотором конусе в пространстве-времени — так называемом

» Эта глава написана В. А. Васильевым.

246

волновом фронте — аналитична вне него и равна нулю вне его

выпуклой оболочки. Например, фронт волнового уравнения за-

задается условиями &2/2=22<2, tZ^O. Предмет настоящей главы —

качественное поведение волны При приближении к ее фронту.
Уже в случае волновых уравнений видны различные возмож-

возможности такого качественного поведения. Так, в нашем четырех-
четырехмерном пространстве-времени (и в любом другом 2/-мерном,
/^2) сигнал заметен лишь одно мгновение, когда он проходит
мимо наблюдателя. Напротив, в нечетномерном случае сигнал

Рис. 1

продолжает звучать все время после момента встречи to (с ин-

интенсивностью, пропорциональной l/~\/t2—102). Первое обстоятель-

обстоятельство позволяет нам общаться с помощью звука, второе обу-
обусловливает тот факт, что «акустический слой» в океане, являясь

прекрасным проводником отдельных сигналов, непригоден для

передачи сколько-нибудь сложной информации. Оба варианта
поведения звуковых волн имеют аналоги для произвольных

гиперболических уравнений: на языке общей теории говорят,
что в первом случае внутренняя компонента дополнения к

фронту является лакуной, а во втором имеется диффузия волн

со стороны такой компоненты; внешняя компонента является

лакуной для любых размерностей (и любых гиперболических
уравнений).

§ 1. Основные понятия

1.1. Гиперболические операторы. Пусть дано линейное

пространство RJ с координатами xh i = l, ..., п, и Р—диффе-
Р—дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами на

R", то есть конечная сумма вида
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; {v — id/dxi)a*-...- (v — id/dx^*",
где Ра— константы, занумерованные мультииндексамн

а=(ссь ...,«„). Такому оператору соответствует его харак-
характеристический полином

от координат |г некоторого я-мерного пространства Rg. Это

пространство R" полезно рассматривать как пространство,
двойственное к R^, причем спаривание между этими простран-
пространствами производится по формуле ( (§ь ..., у, (хъ ..., xj > =
= 2|гд:;. Порядок оператора Р обозначается через degP.

Для оператора Р можно поставить задачу Коши в полу-
полупространстве Xi~>0. Выбор этого полупространства делает
координату Х\ важнее остальных (в случае волнового уравне-
уравнения Xi—это время); соответственно, в двойственном простран-
пространстве Щ при этом выделяется орт Ф= A, 0, ..., 0).

Пусть Р—главная (старшей ^тепени) однородная составляю-

составляющая полинома Р. Уравнение Р (|i, ...,|„)=0 выделяет в С?
коническую гиперповерхность А = А (Р); ее вещественная часть

А П Rg называется характеристтескиль конусом для Р и

обозначается через Re A.
Определение 1.1. Оператор Р называется гиперболиче-

гиперболическим по Петровскому (или строго гиперболическим), если

множество Re Л неособо вне точки 0 и любая прямая в R5n, па-

параллельная орту •& и не проходящая через 0, пересекает Re Л

ровно в degP различных точках.

Пример 1.1. 1) Волновой оператор.
2) Любой оператор в R?, при условии что P@)=j?O.
3) Невырожденная кубическая кривая в RP2 может иметь

две или одну компоненту (и изображается либо обеими ли-

линиями на рис. 2 а, либо лишь правой из них). Соответствующий
полином третьей степени в R53 во втором случае никогда не ги-

гиперболичен, а в первом гиперболичен в точности тогда, когда

орт ft направлен внутрь конусообразной компоненты поверхно-
поверхности Re Л. Многочисленные другие примеры гиперболических по-

полиномов см. в [40].

25

Рис. 2
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В пространстве операторов данного порядка, действующих в

И.хп, гиперболические по Петровскому операторы образуют от-

открытую область.

Теорема 1.1 (см. [59]). Для любых натуральных k, n,
множество полиномов степени k в REn, гиперболических по Пет-
Петровскому относительно фиксированной системы координат, со-
состоит из двух связных компонент, каждая из которых стяги-
стягиваема.

1.2. Волновые фронты. Основной геометрический объект,
участвующий в качественном описании решений гиперболичес-
гиперболического уравнения,

— это его волновой фронт, который мы сейчас

определим. Пусть | — произвольная точка конуса Re Л, %^=0.
Касательную плоскость к Re Л в этой точке будем рассматри-
рассматривать как подпространство в REn. Рассмотрим в исходном про-
пространстве Rx" множество всех векторов х, ортогональных этой
плоскости и имеющих положительную первую координату jci.
Множество таких х для данной точки ? образует луч
в Rx".

Определение 1.2. Объединение таких лучей по всем точ-

точкам §^еЛ\{0} называется волновым фронтом оператора Р и

обозначается W(P).
Волновой фронт может иметь особенности даже вдали от

начала координат: они соответствуют точкам уплощения по-

поверхности Re Л, то есть точкам, в которых форма кривизны
Re А имеет ранг, меньший п—2. Например, проективизация
волнового фронта, соответствующего кубической поверхности с

рис. 2 а, изображена на рис. 2 б. При этом точки перегиба ис-

исходной кривой переходят в острия проективизадии фронта (на
рис. 2 а третья точка перегиба находится на бесконечности).

1.3. Теорема 1.2. (см. [40], [61]). Если оператор Р гипер-
гиперболичен по Петровскому, то

A) Р обладает фундаментальным решением -Е(Р), носитель

которого является конусом с вершиной в 0, принадлежащим
полупространству а^О и пересекающимся с плоскостью jcj

= O
по единственной точке 0;

Б) такое фундаментальное решение Е(Р) единственно;

B) решение ?(Р) аналитично вне поверхности W(P) и равно
0 вне выпуклой оболочки W(P).

Замечание 1.1. Утверждение А теоремы 1.2 можно фор-
формализовать в виде определения (нестрого) гиперболического
оператора: оператор Р называется гиперболическим, если он

обладает фундаментальным решением, носитель которого со-

содержится в некотором конусе, таком как описано в утвержде-
утверждении А. Для общих гиперболических операторов также можно

определить волновой фронт (см. [40]) и для них верны все

утверждения теоремы 1.2. Такие операторы также имеют яв-

явную алгебраическую характеризацию (см. [40]), однако гипер-
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боличность уже не определяется главной частью оператора:
нужно знать и младшие члены. В пространстве всех операторов-

гиперболические, но не строго гиперболические составляют мно-

множество положительной коразмерности; оно лежит в замыкании

множества строго гиперболических операторов.
1.4. Резкость, диффузия, лакуны. Пусть Р — гиперболичес-

ский оператор, W
— его волновой фронт.

Определение 1.3. А. Имеется голоморфная резкость »

точке у фронта W со стороны локальной (вблизи у) компо-

компоненты" / дополнения к W, если Е(Р) продолжается с / до голо-

голоморфной функции в некоторой окрестности точки /. Аналогич-

Аналогично,, имеется С"'-резкость, если Е(Р) имеет С°°-продолжение с

компоненты / на ее замыкание /. В этих случаях компонента /

называется локальной (голоморфной или С°°-) лакуной опера-

оператора Р вблиаи у.
Б. Если со стороны / нет резкости, то говорят, что в / имеет-

имеется диффузия волн.

В. Компонента L дополнения к фронту называется голо-

моифной лакуной (С"-лакуной), если с ее стороны имеется

голоморфная (соответственно, С00-) резкость в любой точке

ее замыкания (или, что эквивалентно, в единственной
точке 0).

Г. Если в L Е(Р)=0, то L называется сильной лакуной (см.

[40]) или просто лакуной (см. {61]).
Пример 1.2. Вновь рассмотрим волновой оператор

Хорошо известно, что соответствующие фундаментальные реше-
решения E(Pj при п= 2, 3, 4 задаются условиями Е (Р? =

= Q(kt-\z\)/2k; E (P3)^Q(kt-\z\)t2akVk4i-\zf, Е(Р4)^
= е@б(А22!2--|2|2)/2яД, где 9—функция Хевисайда. Очевидно,,

внутренняя компонента дополнения к фронту в случае га = 4

является сильной лакуной, в случае п—2— голоморфной, но не

сильной лакуной, а в случае п=Ъ имеется диффузия. Оказы-
Оказывается, что при росте п. качественная ситуация будет такая же,

как для тг=4 при п четных, и как для п= 3 — при п нечетных.

Исключительность случая п=2 объясняется тем, что при этом

п не превосходит порядка волнового оператора.

Для уравнения третьего порядка в R*2, проективизация вол-

волнового фронта которого изображена на рис. 2 б, самая внут-

внутренняя компонента является голоморфной, но не сильной

') Слово «компонента> всюду здесь означает

связности:».

«компонента линейной.

лакуной, а промежуточная компонента (в которую торчаг
«ребра» внутренней) диффузна вблизи любой точки своей
границы.

§ 2. Критерий Петровского

И. Г. Петровский в работе ,[.61] связал свойство компоненты
, L быть лакуной с некоторым топологическим условием, кото-

которое теперь называется критерием Петровского. Это условие
состоит в тривиальности некоторого класса гомологии — класса

Петровского — который мы сейчас определим. Всюду в этом

параграфе Р — строго гиперболический оператор в Яжп.

Пусть .«6R" —произвольная точка исследуемой компоненты L

дополнения к фронту W, XсCj? — ортогональная к х гипер-
гиперплоскость. Пусть СР|-1 —множество всех комплексных одномер-
одномерных подпространств в Cg. Обозначим через X* и А* гиперповерх-
гиперповерхности в пространстве CPg ,получающиеся при проективизации
плоскости X и конуса А. Цикл Петровского, который мы

строим,—это некоторый (п—2)-мерный цикл в множестве
X* — А*. Опишем этот цикл.

Поскольку х не принадлежит фронту, то вблизи множества'

RP|~ гиперповерхности X* и А* пересекаются трансверсально-
и их пересечение гладко. Множество X*(]ReA* вещественных,
точек этого пересечения является (п—3) -мерным подмногообра-
подмногообразием в Х*[\А*. Если п четно, то это многообразие ориентируемо..
В [40] определен специальный выбор его ориентации, превра-
превращающий его в цикл; цикл Петровского В(х)<=Х*—А* опреде-
определяется как образ этого цикла при трубочном отображении.
(Напомним конструкцию этого отображения. Рассмотрим труб-
трубчатую окрестность в X* множества неособых точек многообра-
многообразия Х*{]А* и как-нибудь расслоим эту окрестность на двумер-
двумерные диски, трансверсальные к множеству Х*[\А*. Тогда любому
циклу V, лежащему в гладкой части множества X*f\A*, можно

сопоставить объединение границ тех дисков, которые пересека-
пересекаются с Х*{)А* по точкам множества V; комплексная ориента-
ориентация множеств X*, Х*[}А* и исходная ориентация цикла V
позволяют ориентировать полученную трубку).

При нечетном п цикл В(х) вдали от А* совпадает с много-

многообразием ReJf*, взятым с кратностью 2, а вблизи множества
А* раздваивается на пару контуров, обтекающих А* в X* с

двух, сторон: невещественная часть этого цикла геометрически
совпадает с описанной выше трубкой в X*—А* вокруг многооб-
многообразия Х*ПКеЛ*, но две половины этой трубки, разделяемые
множеством Re X*, имеют рассогласованные ориентации. В слу-
случае п = 3 цикл В(х) изображен на рис. 3, множество А*(]Х* на

нем обозначено крестиками.
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Рис. 3

Определение 2.1. Класс $(х), определяемый циклом

В(х) в группе Нп-2(Х*—А*) гомологии пространства X*—А*

с комплексными коэффициентами, называется классом Петров-
Петровского, а условие |J(je)=O— критерием Петровского.

Легко видеть, что при п= 2 критерий Петровского выполнен

всегда, а при п= 3 эквивалентен тому, что множество X*f\A*
не имеет невещественных точек, см. рис. 3.

2.2. Теорема 2.1 (см. [16J, ]40J, [61J). Если р*(;с) = О, то

содержащая х компонента L дополнения к фронту является

голоморфной лакуной для Р и для всех операторов с той же

главной частью Р (а если вдобавок degP<ra и Р=Р—то

и сильной лакуной). Если множество А* гладко, то верно
и обратное: если/.— С°°-лакуна, то р(л:)=О для любого xf*L.

Первое утверждение этой теоремы в случае однородного

Р=Р вытекает из формулы Герглотца—Петровского— Лере:
в точке x&L все частные производные DVE фундаментального
решения Е=Е(Р) при |v|>degP—n задаются интегралами
некоторых дифференциальных (п — 1)-форм Л (jc, v, P), регуляр-
регулярных в области CPg —X* — А*, по циклу t$(x), лежащему
в этой области и получаемому из цикла р4 (х) трубочной опера-
операцией t\Hn^(X* — A*)-+Hn_l(C&i~1 — X* — A*). Следовательно,
если P(jc) = O, то в ограничении на L, Е (Р) является полино-

полиномом, степень которого не больше, чем deg/5— п. Второе утверж-
утверждение вытекает из того, что а) если L — лакуна, то E\t—поли-
E\t—полином; б) в нашем случае трубочное отображение инъективно

(в частности, если ^Р(л;)=0,*то и P(*) = Q), и в) для достаточно

больших N классы всевозможных дифференциальных форм
Л (х, v, Р) с | v | = АГ порождают всю группу когомологий

Я"-1 (CPg-'—X* — А*), см. [40]. Случай неоднородного Р сво-

сводится к однородному, см. [40, п. 4.5].
Сходными методами доказывается следующее уточнение

п. В теоремы 1.2.
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2.3. Теорема 2.2. (см. [40]). Если оператор Р гиперболи-
гиперболичен и множество А* гладко, то любая точка волнового фронта
W (Р) является особой точкой фундаментального решения
Е(Р). Для почти любого гиперболического оператора Р с дан-

данной главной частью Р носитель Е(Р) совпадает с выпуклой
оболочкой волнового фронта. Если п=3, то последнее верно для
всех гиперболических операторов без исключения. (Например,
волновой оператор при четном га^4 не является «почти лю-

любым»).

§ 3. Локальный критерий Петровского

3.1. Одна и та же компонента дополнения к волновому
фронту может быть локальной лакуной вблизи одних точек
своей границы и носительницей диффузии — вблизи других.
Вопрос о том, является ли компонента лакуной, эквивалентен

вопросу о том, является ли она локальной лакуной вблизи на-

начала координат. Для исследования резкости вблизи остальных

точек фронта Атья, Ботт и Гординг ввели локальный аналог

критерия Петровского (см. [40]). Опишем его.

Пусть у =^0—точка фронта W=W (Р), / — компонента допол-

дополнения к W вблизи у, Y*czCPi~1—проективизация плоскости

KcCf, ортогональной к у. Если точка х& достаточно близка
к у, то проекция Y-+X определяет гомоморфизм

рх--Нп_2 (Г* - А*) -ь Я„_2 (X* -А*).

Определение 3.1. Локальным критерием Петровского
называется условие

3.2. Теорема 3.1. (см. [40]). Если для точек локальной

(вблизи у) компоненты / дополнения к фронту выполнен ло-

локальный критерий Петровского, то фундаментальное решение
Е(Р) голоморфно резко в точке у со стороны /.

Оказывается, теорема 3.1 почти всегда обратима:
3.3. Теорема 3.2 (см. [10]). L Если поверхность А*

вблизи множества aRP?1 касается плоскости Y* лишь в конеч-

конечном числе точек, то из голоморфной резкости Е{Р) в точке у
со стороны компоненты / следует локальный критерий Петров-
Петровского для всех хб1.

2. Для почти любого гиперболического оператора предполо-
предположение п. 1 настоящей теоремы выполнено в любой точке уфО
его фронта.

3.4. Контрпример. В самом общем случае теорема 3.1 не

обратима. Действительно, пусть Р=1?Щ—Ц— *$. Фронт W (Р)
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состоит из кругового конуса и луча, натянутого на орт A, 0, 0).
Резкость вблизи этого луча вытекает из теоремы Гартогса об

устранимой особенности, а локальное уеловие Петровского, как

легко вычислить, не выполнено.

§ 4. Геометрия лакун вблизи конкретных особенностей фронтов.

4.1. Локальный критерий Петровского, а следовательно, и

резкость вблизи точек фронта определяются локальной гео-

геометрией фронта. Эта геометрия наиболее просто описывается

в терминах (проективных) производящих функций, которые мы

сейчас определим. Для простоты рассмотрим лишь случай, ког-

когда рассматриваемая точка yGW соответствует единственной точ-

точке а множества Re Л*, то есть ортогональная ей плоскость Y

касается поверхности ReЛ по единственной прямой. Выберем в

RPe"" аффинную систему координат z0, Z\,..., zn_2 с центром
в точке а, такую что плоскость Y* задается уравнением 20=0.
Тогда поверхность А* вблизи а задается условием zo=f(zi,.._
..., zn_2). Определенная таким образом функция f называется

проективной производящей функцией поверхности А* в точке а;

очевидно, /@) =grad/@) =0.
4.2. Исследование на резкость вблизи гладких точек фронта.

В общей точке фронта особенность / является морсовской, та

есть ее второй дифференциал — невырожденная квадратичная
форма; ее индексы инерции обозначим через /±(а). В этом слу-
случае вблизи точки фронт является гладким многообразием и

делит ее окрестность на две части. Одна из этих частей содер-
содержит такую точку х, что соответствующая плоскость X* задается
условием 2о^е, е>0. Обозначим эту часть через /+, а другую

—

через -'"".

Теорема 4.1 (см. [7], [24]). Пусть а — общая точка А*.
Тогда, если п и i±s=t±(a) четны, то обе компоненты 1* — ло-

локальные лакуны; если п четно, а i± — нет, то вблизи у нет ла-

лакун; если п нечетно, то локальной лакуной является только /~

при /+ четном и только /+—:при нечетном.

4.3. Исследование на резкость вблизи ребра возврата и

ласточкина хвоста. В точках уплощения поверхности Re Л* (то
есть в точках, где вырождается ее форма кривизны) произво-
производящая функция уже не будет морсовской, а будет иметь вы-

вырожденную особенность. Классификации таких особенностей
посвящено много работ, см. например [3]. Вблизи простейших
особенностей этой классификации — типов Л2 и Л3 — волновой

фронт диффеоморфен произведению линейного пространства на

полукубическую параболу, см. рис. 2а (соответственно, на лас-

ласточкин хвост, то есть поверхность изображенную на рис. 4; точ-

точкам типа Л2 на этом рисунке соответствуют ребра возврата)-
Условие резкости со стороны той или иной компоненты допол-
дополнения к фронту вновь зависит от четности п и индекса i+ квад-
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Рис. 4

ратичной части производящей функции; при этом, умножая если:

надо координату z0 на —1, мы будем иметь дело лишь с моди-

модификацией Л3+ особенности Л3 (см. таблицу 1 ниже).
Теорема 4.2. (см. [48]). Вблизи точек типа Л2 при нечет-

нечетных п и четных i+ имеется резкость со стороны компоненты 2,,
а при других п и i+ резкости не бывает. Вблизи особенностей Л3.
локальными лакунами являются только: область 3 при нечетном

i+ и любом га; область 2 при четном i+ и нечетном га.

4.4. В случае более сложных особенностей аналогичное опи-

описание всех локальных лакун становится более громоздким, по-

поэтому приведу лишь результаты о количестве этих лакун.

Теорема 4.3. Вблизи любой точки, в которой волновой

фронт общего гиперболического оператора имеет особенность

одного из типов1' Ak, DK, Ек, X9, Xi0, -Ло, число локальных лакун

равно указанному в таблице 1 (или удовлетворяет приведенно-

приведенному там неравенству). На общих фронтах в R-," при п^.7 могут
встречаться лишь особенности, принадлежащие одному из ти-

типов, указанных в таблице 1. (В этой таблице Q означает невы-

невырожденную квадратичную форму от дополнительных перемен-
переменных Zr+u ..

., 2„, где г — это коранг особенности, то есть дефект
формы кривизны поверхности Л*: он указан в третьей графе
таблицы; i+ — положительный индекс инерции формы Q.
В графе "п~^" указывается минимальное из таких п, что соот-

соответствующая особенность возникает на фронтах общего положе-

положения в R*n).
Гипотеза. Во всех клетках этой таблицы, в которых;

стоит знак вопроса, должен стоять нуль.

Утверждение этой теоремы о Ах доказано в [24], о Л2, Л3 —

в [48], а Ак (&2г4), Dh, Ек — в [10]. Утверждения об остальных

особенностях получены с помощью ЭВМ, этот же машинный:

') Обозначения взяты из классификационных таблиц [3].,
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Тип особен-
особенности про-
производящей,
функции

А1

D2+K,k»Z
D2k,k>3

Bfk+I,k»2
E6

E7

E8
X*

x1
9

2

x5±
10

10

4
Ji

Нормальная форма, к которой,
производящая функция приводится
диффеоморфизмом аргументов

а

z2K+1 + a

±(z2k + в)

г]гг-г\ + Q

±(zjz2 + z22lt+e)
tfz'+z^+a)
zf +z1 г\ +a

Z^ + Z25 + Q

±(ZtVaZ1ZZ2Z + Z^+Q),a>-2
Z Z,fZ +arZt Z_+Z?)+Q, |et|<2

Z.Z2(Z1+Z,)(Z1+etZ_)+Q>ae@,1)

if"Z!l+Z Z +ЛН* +fl),a>0

±CZ1?+ZZZ2 + azf+Q),a>0

Z,^2+a:Z,Z^Z^)+Q, |a|<2

r

0

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

г

2

Таблица
'

n*

2

2k*i

2k

5

2k*1

2k*t

2k+2

7

8

9

9

9

9

10

10

10

10

Число

n четно

-Г

чет.

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

»1

0

0

0

7

?

7

Г—

тчет

0

0

1

3

0

2

0

0

0

0

0

0

»2

?

0

>1

Г

лакун
л нечет.

е—

«пев

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

>2

0

0

т

?

0

0

с—

чет.

1

0

1

т

1

1

1

1

1

1

»0

0

0

0

0

0

0

эксперимент является очень серьезным доводом в пользу по-

последней гипотезы. Основное методологическое замечание при
доказательстве этой теоремы (и теоремы 3.2) состоит в том, что

задача о локальных лакунах является задачей локальной тео-

теории особенностей гладких функций; об этой теории см. [3].

§ 5. Уравнения с переменными коэффициентами

Все результаты предыдущих §§ 3, 4 имеют естественные

обобщения на случай гиперболических операторов с переменны-
переменными коэффициентами:

(х) (д/дх)а,
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(см. [48]). В частности, в этом случае также определено понятие

резкости и локальное гомологическое условие Петровского. Не
формулируя этих понятий, приведем лишь основной результат
этой теории.

Теорема 5.1 (см. [9], [48]). Вблизи точек волнового фрон-
фронта строго гиперболического уравнения, соответствующих изоли-

изолированным особенностям производящих функций, из локального-

критерия Петровского вытекает резкость фундаментального ре-
решения.

Эта теорема была доказана в [48] в случае аналитических

коэффициентов, а вблизи особенностей типов Ak — ив С°°-слу-
чае. Там же был намечен подход к доказательству теоремы в

приведенной общей формулировке, реализованный затем в [9].

ЛИТЕРАТУРА
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В работах [7], [47], [49], [51], [55], [56], [63] получена детальная информа-
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эффективная, как для уравнений с постоянными коэффициентами, а в [11]—

для псевдодифференциальных уравнений.
Теория соболевских пространств н теоремы вложения излагаются в 115],

[26], [29], [35] и [38].
В работах [8], [22] излагаются важные вопросы стационарной теории рас-

рассеяния, связанные с условием излучения Зоммерфельда, для общих уравне-

уравнений, а в [36] — на простейшем конкретном примере.
В работе [28] найдены условия разрешимости уравнении в конусе (и*

в частности, в угле).
С применением теоремы Зайденберга

— Тарковского читатель может

ознакомиться в [21], [37], [54], [55], [69].
В [6], [44], [62] можно найти применения уравнений с постоянными коэф-

коэффициентами в математической физике.
В [41] и [71] имеется обширная информация о специальных функциях и

их применениях к уравнениям в частных производных.

Теория аналитических функций многих комплексных переменных доста-

достаточно полно изложена в книгах [12], [50] и [53].
Работа [1] представляет собой обзор по теории уравнений с постоянны-

постоянными коэффициентами, а [69] — курс теории таких уравнений.
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Наиболее полное изложение современного состояния теории уравнений с
•постоянными коэффициентами имеется в монографиях [30], [55]. В них изла-

излагаются такие важные вопросы, как аппроксимация решений, Р-выпуклость
н разрешимость уравнений в областях, теория рассеяния, метод ВКБ (пе-
(переход волновой оптики в геометриечскую), системы уравнений и другие, не

затронутые в данном обзоре из-за недостатка места.
В [26], [38], [55] подробно излагается современная теория линейных урав-

уравнений в частных производных с переменными коэффициентами.
Книги [14], [29], [34], [36] и [43], [54]—общие руководства по уравнениям

¦а частных производных.
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